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Vorwort

Rechtliches

Ich bitte hiermit um Verstdndnis, dass diese Mitschrift nicht den Anspruch der Fehlerfreiheit und
der Vollstindigkeit trigt. Eine Haftung fiir eventuelle Nachteile durch nichtbestandene Klausuren
oder dhnliches wird nicht iibernommen!

Anregungen

In vielen Fillen konnten genauere Erklérungen nicht schaden, dieses Skript ist also noch lange
nicht fertig. Auflerdem kann das Skript noch Fehler enthalten und ist auch noch weit von ei-
nem perfekten Layout entfernt. Falls jemandem Fehler auffallen, bitte ich darum mir den Fehler
samt Position (Kapitel, Sektion,...) per Email (matthias.kessler@web.de) zuzusenden. Ich werde
ihn dann so schnell wie moglich verbessern. Vielen Dank. Jeder, den die Lust packt, ein bifichen
mit MTEXherumzuexperimentieren, sei hiermit aufgefordert, zur Verbesserung des Skriptes bei-
zutragen. Ich wiirde nur darum bitten, mir die entsprechend verbesserten Versionen auch wieder
zukommen zu lassen.

Das Skript ist fiir zweiseitigen Druck optimiert.
Viel SpaBl beim Lernen und viel Erfolg bei der Priifung!

Matthias Kessler
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Kapitel 1

DIE MATHEMATISCHE
WAHRSCHEINLICHKEIT

Definition 1.1 Die Menge ) der Ergebnisse eines Zufallsexperiments heifst Ergebnisraum. Jede
Teilmenge von § heifit ein Ereignis. Die Menge P(2) heifst Ereignisraum.

Beispiel 1.1 (Wiirfeln) FEs wird 1 Mal gewiirfelt. Q = {1,2,3,4,5,6}
Ereignisse sind beispielsweise:

{1,2,3}  ,Augenzahl ist kleiner/gleich 3%
{2,4,6} ,Augenzahl ist gerade*
{6} L»Augenzahl ist gleich 6

Beispiel 1.2 (Wiirfeln) FEs wird 2 Mal gewiirfelt. Q = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(1,6),...,(6,6)}
Ereignisse sind beispielsweise:
{(1,1),(2,2),(3,3),...,(6,6)} »Pasch®

1,1),
{(6,6)} ,oer Pasch®
{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} ,Augensumme ist gleich 7“

Bemerkung 1.1 Ereignisse sind Teilmengen. Auf sie sind die Operationen U,N,” anwendbar.

Beispiel 1.3 (Wiirfeln) Es wird 1 Mal gewiirfelt. 2 ={1,2,3,4,5,6}
Ereignisse sind beispielsweise:

E, = {1,2,3} sAugenzahl ist kleiner/gleich 3
E, = {2,4,6} LAugenzahl ist gerade*
Ei\UEy, = {1,2,3,4,6} ,Augenzahl ist kleiner/gleich 3 oder gerade
EiNEy, = {2} LwAugenzahl ist kleiner/gleich 3 und gerade
E, = {4,5,6} LAugenzahl ist nicht kleiner/gleich 3¢

Es stellt sich die Frage: Welche Wahrscheinlichkeiten kénnen den Ereignissen zugeordnet wer-
den?

Beispiel 1.4 (Lotto) Beim Lotto ,,6 aus 49 werden 6 Kugeln, die von 1 bis 49 durchnummeriert
sind, nacheinander, ohne zuricklegen gezogen. Q = {{ki, ka2, k3, k4, ks, ke, } , ki € {1,2,...,49}}

W ({1,2,3,4,5,6}) =?

W (Alle Zahlen kleiner/gleich 20) = ?



DIE MATHEMATISCHE WAHRSCHEINLICHKEIT

Beispiel 1.5 (Miinzwurf) Smaliges Werfen einer Miinze. Q = {KKK,KKZ,KZK,KZZ,
ZKK,ZKZ, 772K, 227}

W (,,Genau 2 Mal Kopf*) = % (222)
W (,,2. Wurf ist Kopf“ ) = % (22¢2)

Beispiel 1.6 (Miinzwurf, Wiirfeln) Gleichzeitiges Werfen einer Miinze und eines Wiirfels.
ON={K1,K2,K3,K4,K5,K6,71,72,73,Z4, 75, Z6}

Ereignisse:
E, = {K1,K2,K3,K4,K5 K6} ,Minze ist Kopf“
By = {K1,K2,K3,71,72,23}  ,Wirfel < 3¢
Es = {K1,K3,K5,71,73,Z5} ,, Wiirfel ungerade*
E=E NE,NE; = {K1,K3} »Miinze K und Wiirfel < 8 und Wiirfel ungerade®

W(E) =% =1 (229)

Definition 1.2 Sei Q eine Ergebnisraum. Eine Funktion P :P(2) — [0, 1] heifst Wahrscheinlich-
keitsmafl auf ), wenn gilt:

(i)
PQ) =1 (1.1)

(i) Sind Ay, Ag, As, ... paarweise disjunkt, dann gilt
P (U Ai> => P(4) (1.2)
1 i=1
Das Paar (2, P) heifit auch Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 1.1 Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

()
P(A)=1-P(4) (1.3)

(i)
P0)=0 (1.4)

(iii)
Ist AC B, soist P(A) < P(B) (1.5)

(iv)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) (1.6)



Beweis 1.1

(i)

1 = P(Q)=PAUA) = P(A)+ P(4)
= P(A)=1- P(A)
(i)
1 = PQ)=POQUOUPUOU...)
= PQ)+PO)+P0)+PWO)+...
= 140
= P0)=0
(i)
P(B) = P(AUB\A) = P(A)+ P(B\A)

(iv)

P(AUB) = P(AUB\A) = P(A) + P(B\A)

= P(B\A) = P(AUB) — P(A)

P(B) = P(B\AU(ANB))=P(B\A)+P(ANB)

= P(B\A) = P(B) — P(AN B) also:

P(AUB)— P(A) = P(B)-P(ANB)

= P(AUB) =P(A)+ P(B) - P(ANB)
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Definition 1.3 Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = {wy,ws, ... ,wn, }. Wird jedem
Elementarereignis {w;},i =1,...,n dieselbe Wahrscheinlichkeit zugeordnet, also

ENEES

so spricht man von einem LAPLACE-Experiment. Fir ein beliebiges Ereignis A gilt dann

P(A) = |A| _ Zahl der giinstigen Ereignisse

~ |Q|  Zahl der méglichen Ereignisse

¥
i

>
-
-

Abbildung 1.1: Pierre-Simon LAPLACE (1749-1827)

Beispiel 1.7 (Wiirfeln) Es wird mit 2 unterschiedlichen Wiirfeln gewiirfelt. Wie grof8 ist die
Wahrscheinlichkeit fiir folgende Ereignisse?

A: Es wird mindestens eine 6 geworfen.
B: FEs wird hichstens eine 6 geworfen.

C: Die Augensumme ist mindestens 10.

2) ... (L6) Q= 36, Laplace-Annahme: P(w;) = g5, Vi
2 ..

19 ~ 36
P(B) =1—-P(B)=1-P({(6,6)}) =1 — 55 =52
P(C) = {g1 = 55

Beispiel 1.8 (Urne) Fine Urne enthdlt 3 rote und 2 schwarze Kugeln. Es werden 2 Kugeln
zufdllig gezogen:

a) gleichzeitig
b) nacheinander, ohne Zuriicklegen

¢) nacheinander, mit Zuricklegen

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit (A) 2 rote Kugeln zu ziehen?

Als erstes werden die Kugeln durchnummeriert: rot = 1 - 8, schwarz = 4 - 5.



a) Qo = {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5}, {4,5}}
_ A3

P(A)7@7E:0.3
b) Qb: { (132) (173) (174) (175)
(2,1) (2,3) (2,4) (2.5)
(5.1) (5,2 (5.3) (5,4) }
4 6
P(A)_@—% 0.3
C) Q.= { (171) (1a2) s (175)
(2,1) (2,2) .. (2,5)
(5,1) (5,2) (5,5) }
P(A) = AL 9 56
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Kapitel 2

KOMBINATORIK

2.1 Grundlagen

Beispiel 2.1 FEin Kombinationsschloss besitzt 5 Rdidchen mit den Ziffern 0,1,...,9. Wie viele
Einstellungsmdaglichkeiten gibt es?

1. Ziffer 10
2. Ziffer 10
3. Ziffer 10 insgesamt 10° Mdglichkeiten.
4. Ziffer 10
5. Ziffer 10

Satz 2.1 Die Anzahl der k-Tupel aus einer n-elementigen Menge ist

n® (2.1)

Beispiel 2.2 j-Elementige Menge {0, A, O, <}. Wieviele 5-Tupel gibt es?

Es gibt 4° = 1024 Méglichkeiten.

Beispiel 2.3 Auslosung der 6 Bahnen beim 400m-Lauf auf 6 Liufer. Wieviele Méglichkeiten gibt
es?

Vergabe der 1. Bahn 6

Vergabe der 2. Bahn 5

) Insgesamt 6! = 720 Mdoglichkeiten.

Vergabe der 6. Bahn 1

Allgemein gilt: Die Anzahl der Moglichkeiten n Dinge anzuordnen ist n!. Eine solche Anordnung
heifit Permutation.

Satz 2.2 Die Anzahl der Permutationen einer n-elementigen Menge ist

n! (2.2)



2.1 Grundlagen

Beispiel 2.4 3-elementige Menge {1,2,3}. Es gibt 3| = 6 Mdglichkeiten:

11 2 2 3 3
2313 1 2
3231 21

Beispiel 2.5 Geburtstagsfeier mit 10 Gisten. Wie viele Mdoglichkeiten fiir die Sitzordnung gibt es?
Antwort: 10! = 3628800

Verallgemeinerung: Anzahl der k-Tupel, bei denen alle k Elemente verschieden sind und aus einer
n-elementigen Menge ausgewiihlt werden (k-Permutation).

1. Stelle n
2. Stelle n—1

n-n—1)-...-(n—k+1)= (nf!k)!

k. Stelle n—k+1

Satz 2.3 Die Anzahl der k-Permutationen aus einer n-elementigen Menge ist

(n—k)!

Beispiel 2.6 Wie viele Méglichkeiten gibt es 40 Studenten in der Aula (500 Sitzplitze) zu setzen?

Es gibt 590 =500 -499 - ... - 461 ~ 1.83 - 1017 Moglichkeiten.

Beispiel 2.7 (Pferdelotto) Von 18 Pferden sind 4 auszuwdihlen, wobei die Reihenfolge unerheb-
lich ist.

Anzahl der J-Permutationen: <&

14!
Jeweils 4! Permutationen fihren zum selben Tip: 2.B. (1,2,3,4) = (1,2,4,3) = (1,3,4,2) = ...

Deshalb gibt es insgesamt % = 3060 mdgliche Tips.

Satz 2.4 Die Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-elementigen Menge ist

e = (6) 24

Bemerkung 2.1 (Binomialkoeffizienten) FEs gilt:

(a+0b)" = Zn: <Z> a" oy

k=0



KOMBINATORIK

Bemerkung 2.2 (Pascalsches Dreieck) Das Pasclasche Dreieck ist nichts anderes, als eine
spezielle Anordnung der Binomialkoeffizienten.

1
. 1 1
(1) 5 Das entspricht :

(g) 1 3 3 1

(o)

Ein Binomialkoeffizient ergibt sich immer aus der Addition der beiden dariiber befindlichen. Es

folgt also:
n+1 n n
(0= G20+ ()

Abbildung 2.1: Blaise PASCAL (1623-1662)

Beweis 2.1

nln+1—k+k)
Elln —k +1)!
nlin—k+1) nlk
Eln—k+1)!  Eln—-k+1)!
n! n!

= o Gk )

N <Z>+<ki1>

Beispiel 2.8 (Lotto) Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit (A), 6 Richtige beim Lotto (6 aus 49)
zu haben?

0 = (19) = 9L — 494847464544 _ 139831

— 1
= P(A) 13983816

Beispiel 2.9 (Lotto) Wie grofi ist die Wahrscheinlichkeit (A), 4 Richtige im Lotto zu haben?
21 = (5), 141 = () (%)

(%)

(49
6

= 0.000969 ~ 0.001

~—|



2.1 Grundlagen

Beispiel 2.10 Jemand hat 2 Unter in seinen 8 Karten. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit (A),
dass die beiden restlichen Unter bei einer Person sind?

pa) = OE)

-3 =0.304
(+)

Beispiel 2.11 (Das Geburtstagsproblem) Beim Durchsehen der Semesterliste (40 Studieren-
de) fiel auf, dass 2 Studenten am selben Tag Geburtstag haben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit
(A), dass unter 40 Personen mindestens 2 am selben Tag Geburtstag haben?
Annahme:

e 1 Jahr = 865 Tage ={1,2,...,365}

o Geburtstage sind gleichverteilt

Q| = [{(k1, ka2, ... ko), ki € {1,2,...,365}}| = 365*°

A = ,Alle Geburtstage sind verschieden“ = ’fl’ = %
i 4] 365-364-...-326
PA)=1-PA)=1- = 1 — g5z 5e 55 = 1 — 0.109 = 0.891

Beispiel 2.12 (Schafkopf) Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, (A) beim Schafkopf einen ,Si“
zu bekommen (= 4 Unter + 4 Ober)?

Q= {{kr,.... ks}, ki € {1,2,...,32}} = [0 = (¥)

P(A) = @ = 105118300

Beispiel 2.13 (Schafkopf) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit (A), beim Schafkopf 4 Ober zu

erhalten?

Q={ki,... ks}
|Q| = (382)
Al = (248)

P(A) = 355135 = 0.0019

41.241.32!

Beispiel 2.14 (Lotto) Lottoziehung vom 20.03.1999: 12, 15, 25, 29, 30, 44, Z9, S8, Lottoziehung
vom 19.12.1992: 5, 8, 10,11, 18, 31, Z3, SO. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit (A), dass beim
Lotto 2 oder mehr Zahlen benachbart sind?

A = ,keine Nachbarzahlen®

6 gezogene Zahlen haben 44 verschiedene Plitze, so dass keine Nachbarn vorkommen, also (464)

Mdglichkeiten.

()

P(A):l_P(Z):l_(?)

=1-0.505 = 0.495
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Beispiel 2.15 (Miinzwurf) FEine Laplace-Miinze wird 10 Mal geworfen. Wie grofs ist die Wahr-
scheinlichkeit (A), genau 5 Mal Kopf zu haben?

] =2, 4] = ()

P(A) = 5t = 3558 = 55 =0.246

Beispiel 2.16 (Wiirfeln) Wie oft muss man wirfeln, um mit 99%iger Wahrscheinlichkeit eine
6 zu haben?

Ezxperiment: n Mal wiirfeln.

| = {(k1, k2, ... Ekn) ki € {1,2,...,6}}] =67
A : ,mindestens 1 Sechs*

A keine Sechs®

4] = 5"

=

PA)=1-PA)=1-G=1-2=1-(2)">0.99

o~

(9]
= (%)n <001=n-In2 <In0.01=n> 111107,501 A 25.26
ng

Man muss mindestens 26 Mal wiirfeln.

Beispiel 2.17 (Schafkopf) Jemand hat 2 Unter beim Schafkopf. Wie grof$ ist die Wahrschein-

lichkeit (A), dass die beiden restlichen Unter bei einem Mitspieler zusammenstehen?

P(A) = (§)<262) .3 = 22!-81-16! | 3= 873 _ 7T ~ 0.30
( ) - (284) — 6!-16!-24! — 2423 — 23 Y

2.2 Das Urnenmodell

Beispiel 2.18 (Urne) Eine Urne enthdilt 5 schwarze und 3 weifle Kugeln. Es werden 6 Kugeln
gezogen

a) ohne Zuriicklegen

b) mit Zuricklegen

Sei X die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, genau 4
schwarze Kugeln zu ziehen?

b) | = 8
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Eine Anordnung ist 2.B. : ® ® @ @ 0o, Es gibt = 5% - 32 Mdiglichkeiten die Kugeln so zu zichen.
Insgesamt gibt es aber (2) Anordnungskombinationen, also insgesamt (2) -54.32 Méglichkeiten
genau 4 schwarze Kugeln zu ziehen.

(5)5"5

o = 0.32

= P(X=4)=

Satz 2.5 In einer Urne befinden sich N Kugeln, S schwarze und N-S weifle. Sei X die Anzahl der
gezogenen schwarzen Kugeln.

a) Ziehen von n Kugeln ohne Zuriicklegen

, <8 (2.5)

b) Ziehen von n Kugeln mit Zuriicklegen

P(X = 8 = (’;)ssu]vV -8 <n> ( s > (1 s ) 26

Bemerkung 2.3

Srn-£0) (2) (-3 (30 2) -

s=0 s=0

Beispiel 2.19 (Lotterie) FEine Lotterie besteht aus 1000 Losen und ist mit 50 Treffern ausge-
stattet. Jemand kauf 5 Lose. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass er mindestens einen Treffer
hat?

N =1000, S =50, N—-5=950, n=5

PX>1)=1-P(X=0)=1— (()0(00)) ~0.23

5

Beispiel 2.20 Minzwurf Fine Miineze wird 10 Mal geworfen. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,
3 Mal Kopf zu haben?

N=2 S=1, N-S=1,n=10, s=3

(130>.13.17

*siehe Bemerkung 2.1
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DIE BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

Kapitel 3

DIE BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

Beispiel 3.1 (Lotto) Man stellt bei der Lottoziehung fest, dass die ersten 5 Zahlen richtig sind.
Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit (A), 6 Richtige zu haben?

P(4) = 4
Allgemein:

_ 14 _ |B]
P(A) =4, p(B) =12l

& .
Q
Abbildung 3.1: Bedingte Wahrscheinlichkeit
1B

P(B|A) = ,,Wahrscheinlichkeit fiir B wenn A schon eingetreten ist“ = % =4 = % = ngzg)A )

kS

Definition 3.1 Sei (Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A C Q ein Ereignis mit P(A) > 0,
dann heifst

(BN A)

P(B|A) = PP(A) (3.1)

die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir B unter der Bedingung A.
Im obigen Beispiel:

A : | die ersten 5 Zahlen sind richtig®

B : ,alle 6 Zahlen sind richtig®
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o) = T = b = s - &
(%)

0.012

3
=
I
2

G

Ein bestimmter Spieler hat 10 Karten mit 2 Buben. Wie grof$ ist jetzt die Wahrscheinlichkeit (A),

dass 2 Buben im Skat liegen?
A: [ Fin bestimmter Spieler hat 2 Buben in der Hand*

BE) - g

Pans) = G0

_ panB) _ GEEE) _ ()
P(B|A) = —pray~ = e = (3 ~ 000433

Es gilt allgemein:

P(ANB)

P(AIB) = =55

P(AN B) = P(B)P(A|B)

Satz 3.1 (Produktregel)
P(AnB) = P(B)P(AB)=P(A)P(B|A)

P(ANBNC) = P(ANB)P(C|ANB) = P(A)P(B|A)P(C|AN B)
P(ANBNCND) = P(A)P(B|A)P(C|ANB)P(D|ANBNC)
P(A1NAyN...NAy) = P(A)P(As|A)P(As|A1 N Ag) ... P(A]Ar N ... N An_y) (3.2)

Beispiel 3.3 Aus einem Kartenspiel (32 Karten) werden 2 Karten gezogen (nacheinander ohne
zuriicklegen).

A: 2 Konige werden gezogen
B: 1. Karte ist Konig
C: 2. Karte ist Konig

22

P(A)=P(BNC) = P(B)P(C|B) = 42 ~ 0,012 (kombinatorisch :@))

(%)
Beispiel 3.4 (Lotto) A: 6 Richtige. Ay: 1. Zahl richtig, ..., Ag: 6. Zahl richtig.

P(A) = P(AlﬂAgﬂA30A4ﬂA5ﬂA6) = P(Al)P(AglAl)P(Ag,‘Al ﬂAQ)...P(Ag‘Alﬂ...ﬂAg,) =
6 5 1
4948 " 44
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3.1 Ereignisbdume

Beispiel 3.5 (Lotto) A: ,die ersten 3 Zahlen sind gerade

G1 : ,die erste Zahl ist gerade®
Gs @ ,die zweite Zahl ist gerade®
Gs : ,die dritte Zahl ist gerade”

P(A) :P(G1 ﬂGQﬂG?,)

— 2423 22
=1 18 1 =011

Beispiel 3.6 (Ziegenproblem)

Gewinn bei ,Nichtwechseln“:

_ 1 1 1 1 1 1
P=fgtutetaststs
Gewinn bei ,,Wechseln“:

1 1 1 1 1 1 _ 2
P=gtgtsgtotsts=3

63

Sttt
N

0459 %Q%Q
=0

Q @3
0511 G2 fuig_g?o

0510 U3
/ H

oses 5

Abbildung 3.2: Ereignisbaum

0z

M7 05 o ()
Q’/nrfns_
1 Ag)z R

=3 =
AT ¢
Q
o B
/ o
s 0
-
\Uﬁd\AZTE 10 01
(3
o R
)
I

10
Gr——=0
I
05 ()
Sacl)
O

Abbildung 3.3: Das Ziegenpro-
blem



3.1 Ereignisbdume 15

Beispiel 3.7 In cinem Betrieb sind 96% der hergestellten Produkte brauchbar. Von jeweils 100
brauchbaren Erzeugnissen sind im Mittel 75 Giiteklasse 1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Produkt Giteklasse I hat?

B : , Produkt ist brauchbar®

I : ,Erzeugnis hat Giiteklasse I

P(B)=0.96, P(I|B) =0.75

P(BNI)=P(B)-P(I|B) =0.96-0.75 = 0.72

Beispiel 3.8 (Skat)

a) Frage an Nebenspieler: ,Hast Du ein As?“

b) Frage an Nebenspieler: ,Hast Du Pik As?*

Die Antwort laute in beiden Fdllen ,Ja“. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Nebenspieler
ein weiteres As hat?

a) A: Nebenspieler hat mindestens 1 As

B: Nebenspieler hat mindestens 2 Asse

P(B|A) = PA0B) _ 1-P(I0B) _ (o)

() _ G-GD-1(3)
P(A) T 1-P@A) (35) o ~ 046

(16)-(5)

b) A: Nebenspieler hat Pik As

B: Nebenspieler hat Pik As und mindestens 1 weiteres As

@)3(2288) + (3)3(2278) + <g)3(2268) 28 | o(28) (28
P(B|A) _ PED/EQJ)B) _ (10) ;,9?) (10) — 3(8)+'Z3(:;7))+(5) ~ 0.66

——

—~
|

Beispiel 3.9 Jemand hat 2 Kinder.

a) Frage ,Hast Du ein Mddchen?¥

b) Frage ,Ist Dein erstes Kind ein Mddchen?*

Die Antwort laute in beiden Fdllen ,Ja“. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass er 2 Mdadchen
hat?

_ (M)} 1
@) P = qormy ar e &any = 3

MGy 1
b) P = rarn orey = 2
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Beispiel 3.10 FEin Betrieb hat 96% brauchbare Produkte. Unter den brachbaren Produkten haben
75% Ghiteklasse II. Unter den Produkten mit Giiteklasse II haben 50% sogar Giiteklasse I.
Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Produkt Giiteklasse I hat?

G../
AN
A
N

Qoo

Abbildung 3.4: Ereignisbaum

Beispiel 3.11 Eine Maschine M stellt Widerstinde mit Ausschussanteil 4% her. Eine Maschine
Moy stellt 3 Mal soviele Widerstinde mit Ausschussanteil 2% her.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt ein der Gesamitproduktion entnommenes Ausschussstiick
von M ?

B

A 0.0
Bt
A: Widerstand stammt von M; HQ
0
B: Widerstand ist Ausschussstiick
O
P(ANB
gesucht: P(A|B) = §3(B) ) 0.75 i
)
) _ T _ 4 T 98 -
gegeben: P(A) = 1, P(A) = 3, P(B|A) = 1%, P(B[4) = Z; O=ta_ 2

_ . 1
P(A N B) - P(A) P(B|A) ~ 100 Abbildung 3.5: Ereignisbaum

P(B)=P(ANB)+P(ANB) =
s+ P(A)P(BJA) = 35 + 3% = 555

= P(A|B) = 1B =04

Satz 3.2 (Formel von Bayes)

P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)

P(A|B) =
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Abbildung 3.6: Thomas BAYES (1702-1761)

Beispiel 3.12 Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit fir das Vorliegen einer Infektion, wenn der
Patient Fieber hat?

F: ,Patient hat Fieber*

O=sF
I : ,Diagnose ist Infektion“ /

bekannt sei: P(I) = 0.3, P(F|I)=0.9, P(F|T)=0.2 £ P ;
07
_ PUNF) _ ~
P(I|F) = 57" = 530156703 ~ 0.66 \ CID
_ e

Abbildung 3.7: Ereignisbaum

Beispiel 3.13 (Urne)
Urne A hat 9 Kugeln: 1,2,...9
Urne B hat 5 Kugeln: 1,2,...5

Eine Urne wird zufillig ausgewdhlt und daraus eine Kugel gezogen.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt die Kugel aus Urne A, wenn die Kugelzahl gerade ist?

0.555

G

P(A|G) = P(A?;G) = ;j%;g = % ~ 0,53 A ,/-/%'Q
P(G) 25t323% _ QH u

O

ST

Abbildung 3.8: Ereignisbaum



UNABHANGIGKEIT

Kapitel 4

UNABHANGIGKEIT

Bemerkung 4.1

P(A|B) = P(Jf(;)B) L P(A) = P(AN B) = P(A)P(B)
P(BlA) = P(If(z)“l) L P(B) = P(Bn A) = P(B)P(A)

Definition 4.1 Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhdngig, wenn gilt:
P(ANB)=P(A)-P(B) (4.1)

Beispiel 4.1 (Wiirfeln) Es werden 2 Wiirfel geworfen.
A 1. Wirfel 6¢
B: 2. Wirfel 6¢

P(A)-P(B) =
P(ANB) =

g-gl~

} = A, B sind unabhingig.

Beispiel 4.2

Priifung bestanden | Priifung nicht bestanden | >
Raucher 10 30 40
Nichtraucher 55 5 60
> 65 35 100

R : ,Student ist Raucher®
B : ,Student hat Prifung bestanden*

P(R) = 0.4, P(B) =0.65

P(RNB
P(B|R) = P52 = 84 = 0.25

o

ot

5 P(RNB
P(BIR) = 7;(%) ) = 055 ~ 0.92

Offenbar besteht ein starker Zusammenhang zwischen Priifung und Raucher. Es ist auch

P(B)-P(R) = 0.26

P(B N R) - 0.1 } = A, B sind abhdngig.
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Satz 4.1 Sind A, B unabhingig, so auch A,B und A,B und A, B.

Beweis 4.1 (4, B)

P(ANB) = P(B) — P(ANB) = P(B) — P(A)P(B) = P(B)(1 — P(A)) = P(B)P(4)

Die anderen Beweise sind analog zu fiihren.

Definition 4.2 Die Ereignisse Ay, As, ..., A, heiffen unabhdngig, wenn fir jede Auswahl
A, Asoy .o Ak k<, aus den Aq, ..., A, gilt

P(AzlﬂAzgﬁﬂAzk):P(All)P(A,LQ)P(Azk)

Beispiel 4.3 (Miinzwurf) FEs werden 2 Miinzen geworfen und folgende Ereignisse betrachtet:

A: ,Hdéchstens ein Mal Zahl“

B: ,Jede Seite wenigstens ein Mal“

Sind A und B unabhdngig?

QO ={KK KZ 7K, 27}

P(A)=3 PB)=2
]Jjgﬁ)m ggB) i % } = A, B sind abhingig.

Beispiel 4.4 (Miinzwurf) Es werden 8 Miinzen geworfen und folgende Ereignisse betrachtet:

A: ,Hochstens ein Mal Zahl“

B: ,Jede Seite wenigstens ein Mal®

Sind A und B unabhingig?

O={KKK KKZ KZK KZZ,ZKK,ZKZ,ZZ2K,ZZZ}

P(A) =g, P(B) =}
P(4)-P(B) = ? o
P(ANB) _ % = A, B sind unabhdngig.

Beispiel 4.5 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird 10 Mal geworfen. Bei diesem Beispiel geht die Annah-
me, dass die einzelnen Wiirfe unabhdngig sind, in die Berechnung des Ergebnisses ein. Es werden
folgende Ereignisse betrachtet:
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A [ FEs fillt keine 6“
B : ,Die erste 6 fallt beim letzten Wurf“

A; 6 beim i-ten Wurf
5 10
P(4) = P@AN...AAg) = P(AT) - ... P(Ag) = (6) ~0.16

_ _ — — 517 1
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Kapitel 5

ZUFALLSGROSSEN

Definition 5.1 Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung
X:Q-—R (5.1)

heifit eine Zufallsgrofle.

Beispiel 5.1 (Wiirfeln) Zweimaliges Werfen eines Wiirfels. X Augensumme. Beim Wiirfeln wird
der Augensumme aus zwei Wiirfeln die entsprechende Zahl zugeordnet:

(Eins, Eins) X9

(Eins, Zwei) X3
(Sechs, Sechs) X512

Definition 5.2 Die Funktion
Px:2x — P(X =1) (5.2)

heifst Wahrscheinlichkeitsverteilung von X.

Beispiel 5.2 (Wiirfeln) Zweimaliges werfen eines Wiirfels. X Augensumme.

0.167
z | P(X =1
7 T 0.14
30 0.12
s 36 014
4 3
36 0.08
5 4
36
G 5 008
¥ 0.04
! 3576 002
o
9 337; 07 4 B & 10 12
10 | ] B
2 Abbildung 5.1: P(X)=z
11| =
1
12 55

Beispiel 5.3 (Miinzwurf) FEine Miinze wird 3 Mal geworfen.

X . ,Anzahl der geworfenen K*
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Y . ,Anzahl der Wechsel zwischen K und Z*

x|y 05 05
KKK | & 0 0.4 0.4
KKZ | 2 | 1 oo os
KZK | 2 | 2
KzzZ |1 |1 0.2 02
ZKK | 2 | 1
ZKZ |1 ]2 o o
ZZK |1 |1 . ; ; | u |
05 1 5 2 25 3 05 1 15 2
227 010 Abbildung 5.2: P(X)=z Abbildung 5.3: P(Y)=y

Beispiel 5.4 (Miinzwurf) FEine Minze wird solange geworfen, bis zum 1. Mal K erscheint.

05
X 1 ,Anzahl der bendtigten Wiirfe.“
0.4
OAK,ZK,ZZK,ZZZK,ZZZZK,ZZZZZK, ...}
0.3
R ITIE IR
PX=a)|5ilslwlmlX=1
0.1
| |
oty 2 3 4 5

Abbildung 5.4: P(X)=z

Beispiel 5.5 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird so lange geworfen, bis zum 1. Mal eine 6 erscheint,
hochstens aber 3 Mal.

X 1, Anzahl der bendtigten Wiirfe.“ 0sl
Q: {6,16,26,36,46,56, 111, ..., 556} "
SRPIEAEN
PX=2)[5]5[5%[2X=1
021 |
u 1 2 3 4

Abbildung 5.5: P(X)=z
Definition 5.3 Zwei Zufallsgrifien X und Y heiflen unabhéngig, wenn gilt:
PX=zundY =y)=P(X =2z)P(Y =y),VYz,y (5.3)

Beispiel 5.6 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird 2 Mal geworfen.

X : ,Augenzahl 1. Wurf*



Y : ,Augenzahl 2. Wurf®

P(X=1)-P(Y=2) = 4+
PX=1lundY =2) = % = X, Y sind unabhingig.
PX=zundY=y) = PX=uz) PY=y),Vz,y
Z :maz(X,Y)
P(X =2) = 1
P(Z=1) = % = X, Z sind abhingig.
PX=2undY=1) = 0

Beispiel 5.7 (Miinzwurf) FEine Miinze wird 3 Mal geworfen.

X ,Anzahl K¢
Y : ,Anzahl Z“
Z:X-Y
KKK | KKZ | KZK | KZZ | ZKK | ZKZ | ZZK | ZZZ
X| 3 2 2 1 2 1 1 0
Y| 0 1 1 2 1 2 2 3
Y| 3 1 1 -1 1 -1 -1 -3

X und Z sind abhingig. Nachweis als Ubung!
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ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Kapitel 6

ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

6.1 Erwartungswert

Beispiel 6.1 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird 2 Mal geworfen, X Augensumme.

0.167
0147
0127

0.14

0.08
0.067
0.047
0.027

U 4 3 g 10 12

Abbildung 6.1: P(X = z)

Der Erwartungswert ist der Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsverteilung. In Zeichen E(X) oder
EX.

E(X)=EX =2 34+3- 2443+, +12:22 = 2--(2+ 6 + 12+ 20 + 30 4 42 + 40 + 36 + 30 + 22 + 12) =

252 __
36 =1

Definition 6.1 Sei X eine Zufallsgrifie auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) mit den Werten
T1,L2y...Tp.

EX)=EX=z1-PX=z1)+z2-PX=22)+... 42 - P(X =1,) (6.1)

heifst Erwartungswert von X.

Beispiel 6.2 (Wiirfeln) Ein Wiirfel wird 1 Mal geworfen, X Augenzahl.

— 1 1 1 1 1 1 _
ExX=1-1+2.143.144.145.146.1=35

Beispiel 6.3 (Gliicksspiel) Es wird mit 2 Wiirfeln gewirfelt, X Augensumme.

Der Einsatz des Spiels betrigt 2 €. Die Auszahlung erfolgt nach folgendem Schema:



6.1 Erwartungswert

x=2  keine Auszahlung

=9  keine Auszahlung

z =10 5 €
r=11 10 €
=12 25 €

Wie grof$ ist die Gewinnerwartung des Spielers?

Sei Y der Reingewinn des Spielers pro Spiel.

y| PY=y) |y PY =y
) 30 _60
336 396

3 6 36
8 2 16
36 84

> 1 —3

Im Schnitt wird der Spieler % € pro Spiel verlieren.

Bemerkung 6.1 FEin Spiel mit Einsatz, bei dem der Erwartungswert des Gewinns/Verlusts gleich
0 ist, heifst fair.

Beispiel 6.4 (Lotterie) Fin Lotterie hat folgende Gewinnklassen:

10000 € mit Wahrscheinlichkeit ﬁ
500 €  mit Wahrscheinlichkeit 155
10 € mit Wahrscheinlichkeit %

0 € mit Wahrscheinlichkeit ]185%

Wie grof8 muss der Einsatz sein, dass ein Gewinn beim Betreiber bleibt?

Sei X der Gewinn des Spielers.

z | PX=xz) |z - PX=x)
—e 889 _ 3889 ,

1000 1000
oo he T
500 — e 1000 5 — me
10000 — e g 10 — pge
> 1 16 —e

Ab einem FEinsatz von 16 € lohnt sich das Spiel fiir den Betreiber.

Beispiel 6.5 (Miinzwurf) Fine Miinze wird 4 Mal geworfen.

X . ,Anzahl von K“
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EX = 0-P(X=0) = 0%@):0
+ 1.-P(X=1) = 1'T16'(2;):%
»o2P(X=2) = 2 ()-8
+ 3-P(X=3) = 3-%(2):%
+ A PX=4) = 45 ()=1

= - 0+4+12+12+4) =2

Beispiel 6.6 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird 1 Mal geworfen, X Augenzahl.
Y = X2

E(X?)=EY =12P(Y =13+ ...+ 62P(Y =6%) = 2 = 15.17

Beispiel 6.7 (Wiirfeln, Miinzwurf) Gleichzeitiges Wiirfeln und Werfen einer Miinze.
X ¢ ,Augenzahl bei Wiirfel“

Y : ,Anzahl von K bei Miinze“

Z:X+Y

Man berechne EZ.

Médgliche Werte fiir Z sind: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

EZ

=

1
Z
2
2
2
2

P

N OO W N

e e e e e

I I

N O U W N

S N e e e S N
|

+++FFF

=

I
Sl S Gt o

2
0+1+4+6+8+10+12+7) =4

W.:vX+Y

Man berechne EW .

Mdogliche Werte fiir W sind: \ﬁ, V2, \/3, \/41, \/5, \/5, V7.

EW = VI-P(X=vD) = Vi g
V2 P(X=v2) = V33
+ V3-P(X=v3) = V3.2
+ VIP(X=VD) = Vi3
+ V5-P(X=V5) = V5 4
+ VB-P(X=V6) = VB3
+ VI PX=VT) = Vi

~1.12

Man beachte insbesondere: E(vZ) # \/E(Z)
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6.2 Varianz

Beispiel 6.8 Y streut“ mehr als X:

05 0.54
0.4 0.4
03 0.3
0.2 0.24
0.1 0.14 ‘
R A 1 P R R R N R 1 23 4
Abbildung 6.2: P(X)=z Abbildung 6.3: P(Y)=y

Definition 6.2 Sei X ein Zufallsgriffe mit Werten x1, ...,z und Erwartungswert EX = u. Die
Zahl

Var X =E(X —p)?) = (11 —p)?* P(X=21)+...+ (zx — p)* P(X = xy)
k
= Y@ —p)? P(X =) (6:2)
i=1
heif$t die Varianz von X. Die Grifle
o(X)=VVar X (6.3)
heiffit Standardabweichung von X.
Bemerkung 6.2
k
Var X = Z(azl —pn)? P(X =)
i=1
k k k
= > a} P(X =)= Y 2mip-P(X =)+ Y p4° P(X =)
i=1 i=1 i=1
k k k
= fo P(X =) fQ,uin CP(X =) +p° ZP(X =)
i=1 i=1 i=1
E(X?) E(X)=p 1

= B(X?)-2p% + 4
= FE(X?% - (EX)?

Satz 6.1 (Berechnungsformel fiir dir Varianz) Es gilt:

Var X = BE(X?) — (EX)? (6.4)
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Beispiel 6.9 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird 1 Mal geworfen, X Augenzahl, EX = = 3.5

1 1
Var X = (1- 3.5)26 .+ (6— 3.5)26
1
= 6(2'52 +1.5%2 +0.52 + 0.5% + 1.5% + 2.5%)
2.917
o =~ 1.7

Berechnung mit Satz 6.1: Var X = 15.17 — 3.5% ~ 2.917

Beispiel 6.10 (Wiirfeln) Ein Wiirfel wird 2 Mal geworfen, X Augensumme.
Gesucht: Var X = E(X?) — (EX)? = E(X?) - 172
BE(X?)=22.P(X=2)+...+122. P(X = 12) =~ 54.83

= Var X =54.83 —49 =5.83, 0 =~ 2.41

Satz 6.2 (Rechenregeln fiir den Erwartungswert) Seien X,Y Zufallsgrifien, dann gilt
()
E(X+Y) = EX+EY (6.5)
(it)
E(aX+b) = aEX+b (6.6)

(iti) Sind X,Y unabhingig, dann gilt

E(XY) = EX-EY (6.7)

Satz 6.3 (Rechenregeln fiir die Varianz) Seien X,Y unabhingige Zufallsgréfen. Dann gilt

(i)
Var (X+Y) = Var X+VarY (6.8)
Var (X 4+a) = Var X+Vara=Var X (6.9)

(ii)
Var (aX) = a*Var X (6.10)

Beispiel 6.11 (Wiirfeln) Ein Wiirfel wird 10 Mal geworfen, X Augensumme.
EX =10-35=35

Var X =10-2.917 = 29.17
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Beispiel 6.12 Person A bietet Person B folgende Wette an:

Es soll 12 Mal gewtirfelt werden. Nach jedem Wurf mit 1 oder 2 zahlt A an B 8 €. Nach jedem
Wurf mit 8, 4, 5 oder 6 zahlt B an A 1 €. Wer gewinnt wie viel?

X, ,Gewinn von A bei i-tem Wurf*
Y . ,Gesamtgewinn von A*

EX;=-3-2+1-

SIS
\
Wl

EY:E(X1+...+X12):EX1+...+EX12:—4

Es wird ein Gewinn fiir Person B von 4 € erwartet.

Beispiel 6.13 (Wiirfeln) Ein Wiirfel wird 2 Mal geworfen.
X ¢ ,Mazimum der beiden Wiirfe*

Y . Minimum der beiden Wiirfe

Gesucht: EX, EY, Var X, VarY, E(X +Y)
r | PX=2)|2P(X =21) | 2% | 22P(X? = 2?)
1 I 1 1 I
,ow B *
e B i
s i
. 6T 9T
> 1 36~ 4.47 36~ 21.97
EX E(X2)

Var X = BE(X?) — (EX)? =21.97 — 4.47% ~ 1.971

analog: EY =~ 2.53, Var Y ~ 1971

E(X+Y)=EX+4+EY =447+253=7

Beispiel 6.14 (Gliicksspiel) In einer Urne seien 3 rote und 7 schwarze Kugeln. Es werden 2
Kugeln nacheinander ohne Zuriicklegen gezogen.

X . Anzahl der roten Kugeln beim 1. Zug“

Y : ,Anzahl der roten Kugeln beim 2. Zug“

Auszahlung: X +2-Y €.

Wie grofi muss der Einsatz sein, dass das Spiel fair ist?

E(X+2-Y)=EX+2-EY
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Q ={RR,RS,SR,SS}
P(RR)=2%-2=5 PRS)=3-I=2 PSR =75 -3=24 PSS=5% 5=22
EX=0-07+1-03=0.3

EBY =0-3+1-21=03

E(X+2-Y)=03+06=0.9

Bei einem FEinsatz von 0.90 € wdire das Spiel fair.

Beispiel 6.15 (Gliicksspiel) Ein 5 € Stiick, 2 € Stiick, 1 € Stiick wird geworfen. Nach dem Wurf
darf der Spieler alle Miinzen behalten, die ,Zahl“ zeigen. Einsatz ist 5 €. Sei Y der Reingewinn
der Bank.

Gesucht: EY, Var Y

Sei X — 0 falls 1 Euro Stick = K
€ 2179 1 falls 1 Euro Stiick = Z
Sei X, — 0 falls 2 Euro Stiick = K
€ 2279 1 falls 2 Euro Stiick = Z
Sei Xr — 0 falls 5 Euro Stiick = K
€257 1 falls 5 Euro Stiick = Z

Y=5-1-X;-2-Xo—5-Xs

EY =5-1-FEX; -2 -EXo—5 - EX;=1
0.5 0.5 0.5

Var Y =Var (-1- X1 —2-Xa—5-X5) = (—1)? - Var Xy + (-2)? - Var Xz + (=5)? - Var X;
Var X1 =Var Xo=Var X5 =(0-0.5)2-0.5+ (1 —0.5)2-0.5 =0.25

=VarY =750 ~2.74
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Kapitel 7

DIE UNGLEICHUNG VON
TSCHEBYSCHEF

Abbildung 7.1: Pafnuty Lvovich TSCHEBYSCHEF (1821-1894)

Sei X eine ZufallsgroBe, EX = pu, Var X = 02, ¢ > 0. Betrachte P(|X — u| > ¢).

X habe die Werte a1, ..., 2, B ={z; : |z; — p| > ¢},

k
Var X = Z(% —u)?P(X = ;)

=0
> 3 (@ - 0)2P(X = m)
r,€EB
> Z CQP(X = 1‘1)
r,€EB
= &) P(X=uz)
r,€EB

= P(IX =yl =0
= P(IX —p| > ) < o

Satz 7.1 (Ungleichung von Tschebyschef)

P(X — EX| > ¢)

IN

P(|X — EX| > ¢)

N

P(X — EX| <¢)

Y
—

P(X — EX| < )

\%
—

Bemerkung 7.1 Gilt ¢ < Var X, so liefert die Tschbyschef-Ungleichung keine Information.
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Beispiel 7.1 Das Fillgewicht eines McDonalds Viertelpfinders sei 125g. Abweichungen von 5g
sind zuldssig. Aufgrund friherer Stichproben weiff man u=EX =125, o =Var X =7.

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass man beim Kauf einen Viertelpfinder erwischt, dessen
Inhalt leichter als 120g, oder schwerer als 130q ist?

P(|X —125| >5) < L =0.28

(d.h. Das Gewicht ist mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 28% auferhalb der zulissigen
Toleranz.)

Beispiel 7.2 Sei X eine Zufallsvariable mit:

it
EX =0, Var X =(=1-0)2-05+ (1—0)2-05=1
0e
exakt: P(|X — 0] <1)=0 -
mit Tschebyschef: P(|1X =0/ <1)>1— 4% =0 0]
Tschebyschef ist folglich nicht weiter verbesserbar! i
2 R U 1 2

Abbildung 7.2: P(X)=z

Beispiel 7.3 Sei X eine Zufallsvariable mit

057
EX =0, Var X =10
0.4
exakt | mit Tschebyschef
P(|X]<2)|0 >1—12=—15 (wertlos) 3
P(|X]<3)]05 >1— 3 =—1% (wertlos) 2]
P(X|<4) |05 >1- 12 =037
P(X|<5) |1 >1-3 =06 o
P(X|>4) ] 05 < 18 =0.625
-4 2 U 2 4

Abbildung 7.3: P(X)=z
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Definition 7.1 Gegeben sei ein Zufallsexperiment und eine zugehorige Zufallsgriffe X. Das Fax-
periment wird n. Mal ausgefiihrt. Die Zufallsgrofie X; steht fir das i-te Experiment. Das n-Tupel
(X1,...,X,) heifit Stichprobe vom Umfang n von X. Dabei sind die X; unabhingig und gleich
verteilt wie X mit EX; = EX = pu, Var X; = Var X = o2. Als Schitzwert fiir u = EX eignet
sich das arithmetische Mittel.

X=Ll.(X+...+X,)

EX=1.(EX1+...EX,))=2-n-p=yp

VarY:#~(VarX1+...Vaan):#'n'02:”—:; o(X)=-"%

Satz 7.2 Bezeichnungen wie oben

EX = u (7.5)
Var X = %2 (7.6)
(X)) = % (7.7)

Bemerkung 7.2 Je grifier die Stichprobe, umso kleiner die Streuung von X . Soll die durchschnitt-
liche Abweichung vom Mittelwert etwa halbiert werden, so muss der Stichprobenumfang vervierfacht
werden.

Bemerkung 7.3

bd 2
P(|Y*,u| > ¢) < Var X o

c? nc?

Satz 7.3 (Tschebyschef Ungleichung fiir arithmetische Mittel)

P(X—p|>c) < VZ;X = ni'—; (7.8)
P(X—ul>¢) < VZ;X = s—; (7.9)
P(IX—p|<ec) > 1—%:1—;—; (7.10)
P(X—ul<e¢) > 1- VZ;X :1—7;'—; (7.11)

Beispiel 7.4 (Wartungsvertrag) Innerhalb eines Jahres werden kostenlos 2 FErsatzteile ey, ey
repariert. Die Reparaturkosten fiir ey betragen 100 € und fir ea 200 €. Erfahrungsgemdfs fallt
jedes Teil mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% im Jahr aus (unabhingig).

Wie hoch muss der Preis fir die jihrliche Wartung sein? Wie viele Wartungsvertrige miissen
laufen, dass die durchschnittlichen Reparaturkosten um weniger als 10 € vom FErwartungswert

abweichen und zwar mit einer Wahrscheinlichkeit grifser gleich 90 %?

X1: Reparaturkosten fiir e;, Xo: Reparaturkosten fiir es
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EX1=0-09+100-0.1=10, EX5=0-0.94200-0.1 =20
E(X1 + X5) = 30 (durchschnittliche jihrliche Reparaturkosten Y = X1 + X5)

VarY = Var X1+ Var Xy = (0—10)2-0.9+ (100 —10)2-0.14(0—20)2-0.94 (200 —20)2-0.1 = 4500

P(JY = 30| <10 > 1 — 2300 = n > 450

Beispiel 7.5 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird 50 Mal geworfen, X; Augenzahl i-ter Wurf. Man gebe
eine Abschditzung dafiir an, dass der Mittelwert X zwischen 8 und 4 liegt.

EX =3.5, Var X; = 2917*

P(|X —35]<05)>1- 230 ~0.77

Beispiel 7.6 Fiir das Heiratsalter X lediger Minner gilt stets Var X < 30 (in Jahren). Zur
Schitzung des derzeitig giltigen Alters nimmt man eine Stichprobe von 1000 Mdinnern.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der erhaltene Mittelwert X vom wahren Mittelwert um
weniger als 1 Jahr abweicht?

P(IX —p|<1)>1-Yer X =1 30 —0.97

Beispiel 7.7 (Miinzwurf) Fine Miinze wird 10000 Mal geworfen.

Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens (nach Tschebyschef) zwischen 4900 und 5100 Mal
Kopf zu haben?

1 falls i — ter Wurf K
0 falls i — ter Wurf = Z

Sei Xl = {

EX; =05, Var X; =0.25, o(X;) = 0.5

P(4900 < 37,20 X; < 5100) = P(900 < 570000 X < 5100y — P(0.49 < X < 0.51)

= P(|X —0.5] £0.01) > 1~ {55 =0.75

Bemerkung 7.4 Sei X eine Zufallsgrifie mit EX = u, Var X = o2. Dann ist

X —
U = a (7.12)

g

die zu X gehorige standardisierte Zufallsgrofle. Fs gilt

EU:E(%): B(X—p)=L1 (EX—p)=0

1
o

VarU= 2% -Var (X —p) =% -Var X =1

*siehe Beispiel 6.9
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BERNOULLI-EXPERIMENTE

Definition 8.1 Fin Zufallsexperiment X, das nur die Ergebnisse 0 (,Niete“) und 1 (,Treffer®)
hat heifst Bernoulli-Experiment.

Bezeichnung:

Abbildung 8.1: Jacob BERNOULLI (1654-1705)
Beispiel 8.1

(i) Minzenwerfen: K=1, Z=0; p=q¢=0.5
(it) Wirfeln: 6=1, 6=0; p=1¢, q=2
(i41) Rhesusfaktor bestimmen: positiv =1, negativ =0,p ~ 0.85
Eine Folge von n unabhingigen Bernoulli-Experimenten heifst Bernoulli-Kette mit Trefferwahr-

scheinlichkeit p und Liange n. Bernoulli-Experminente sind durch Urnenmodelle simulierbar: Zie-
hen mit Zuricklegen.

Beispiel 8.2 In einer Urne befinden sich 2 weifle und 8 schwarze Kugeln. Es wir 5 Mal mit
Zuriicklegen gezogen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, keine schwarze Kugel zu ziehen?

0 = ,weifle Kugel“, q = %
1 = ,schwarze Kugel“, p = %

P(keine schwarze Kugel) = P(1. Kugel weifs und ... und 5. Kugel weif) = (%5 ~ 0.01)

Zieht man ohne Zuriicklegen, liegt keine Bernoulli-Kette vor!
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Beispiel 8.3 Gegeben Bernoulli-Kette der Linge 4 mit p = 0.3. Berechne

(i) Auf 2 Treffer folgen 2 Nieten
(i) Die ersten 3 Versuche sind erfolgreich

(i1i) Genau 2 Versuche sind erfolgreich
Lésung:

(i) P=0.3-0.3-0.7-0.7 = 0.044
(ii) P=10.3-0.3-0.3-1=0.027

4
(iii) P =0.3-0.3-0.7-0.7- (3) = 0.26

Beispiel 8.4 (Mensch &drgere dich nicht) Beim Beginn von ,Mensch drgere dich nicht* darf
man dreimal wirfeln. Wenn eine 6 fdllt, darf man starten. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann
man beim ersten Durchgang starten? (p = %)

W=1-W(,3 Mal keine 6) =1 — (2)° = 0.42

Beispiel 8.5 Die Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt betrdgt 0.514. Wieviele Kinder braucht
man, um mit 90% er Wahrscheinlichkeit

(a) einen Jungen zu kriegen?

(b) ein Midchen zu kriegen?
Losung:

(a) P(mind. 1 Junge) = 1 - P(kein Junge) =1 — (1 —0.514)" > 0.9
=n > 3.19 (4 Kinder)

(b) P(mind. 1 Middchen) = 1 - P(kein Midchen) =1 —0.514" > 0.9
= 0.514" < 0.1 = nln0.514 <1In0.1 = n > 3.46 (4 Kinder)

Beispiel 8.6 Zeuge solange Kinder, bis ein Junge geboren wird.
PM)=3+3+5+...=1

X: Anzahl der Jungen pro Familie, EX = 1.

Y : Anzahl der Mddchen pro Familie, EY =?.

ylol|1]2]|3 D
PV =y |5 [7]5]5% ()" | 1
y-PY=y) [0]|:[5]| % (rr) | EY
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Nebenrechnung (EY ):
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Beispiel 8.7 (Das Problem des Chevalier de Mere) Was ist wahrscheinlicher?
A: Bei 4 Mal wiirfeln mit 1 Wiirfel mind. einmal 6

B: Bei 24 Mal wiirfeln mit 2 Wiirfeln mind. einmal 6er Pasch

)i
=
Il
[a—y
|
e
=
I

1- ()"~ 0518

P(B)=1-P(B) =1—(2)* ~ 0491

Beispiel 8.8 (Mensch #rgere dich nicht) Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit beim ,Mensch
drgere dich nicht“ nach & Startversuchen noch daheim zu sein?

W = P(,keine 6) = (2)"° = 0.065
Beispiel 8.9 Wie oft muss man bei einem Spiel mit

(a) 1 Wiirfel
(b) 2 Wiirfeln
(c) 3 Wiirfeln

mindestens spielen, um mit 50%iger Wahrscheinlichkeit

(a) wenigsten 1 Sechs (p = %)
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(b) wenigsten 1 Doppelsechs (p = 3—16)

(¢) wenigsten 1 Tripelsechs (p = 515)

zu werfen?
Lésung:
(a) 1—(3)" >05=n>000 =38= 4 Wirfe
6
() 1—(2)" >05=n> 1202 =246 =25 Wirfe

36

(¢) 1—(Z5)" >05=n> 133 =149.3 = 150 Wiirfe
16

6 In 212



9.1 Binomialverteilung

Kapitel 9

DI1E BINOMIALVERTEILUNG

9.1 Binomialverteilung

Gegeben: Bernoulli-Kette der Lange n mit Trefferwahrscheinlichkeit p.

B(n,p, k) = ,Wahrscheinlichkeit, k Treffer zu haben* = (Z)pkq”_k

Satz 9.1 FEin Bernoulli-Experiment habe die Trefferwahrscheinlichkeit p und die Nietenwahrschein-
lichkeit 1 — p = q. Dann gilt fir eine Bernoulli-Kette der Linge n:

B(n,p,k) = (Z)pkq”k (9.1)

Bemerkung 9.1 Bernoulli-Kette: Xq,...,X,

X =X1+...+ X, (Anzahl der Treffer in der Kette)

Definition 9.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

N W (9.2

heift Binomialverteilung (mit Parametern n, p).

Beispiel 9.1 n =3, p= %

0.7

(=)
w

B(3,1.0) = () (3)" ()" ~ 0.42
BE.L1 = () (1) () ~0a2
B2 = () (1) () ~ o4 .
53,33 = () (1)’ (1) ~ 002 '

0.2

0.1 |
Il

g 1 2 3 4

Abbildung 9.1: B (3, 1)
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Beispiel 9.2 X Anzahl der Treffer in einer Bernoulli-Kette der Ldange 10 mit p = %
0 1
POX=0)= () (3)' () 0~ 000
P1<X<3)=PX=1)+P(X=2)+P(X=3)=0.72
Allgemein:
EX=EX,1+...EX,=nEX; =n(lp+0(1 —p)) =np
Var X =Var X; +...Var X, =n((1 - p)?’p+ (0 - p)*q) = n(¢’p + p*q) = npg(q + p) = npq

Satz 9.2 Fiir eine nach B(n,p) verteilte Zufallsvariable X gilt

EX = np (9.3)
Var X = npq (9.4)

Beispiel 9.3 (Wiirfeln) FEin Wiirfel wird 100 Mal geworfen, X Anzahl der 6er.

EX =100-§ ~16.7, Var X =100- § - 2 ~ 13.9, 0 ~ 3.73

Bemerkung 9.2 B(n,p, k) sind tabelliert. Bei der Tabellierung kann man sich auf p € ]O,%]
beschrinken, denn

B(na kvp) = B(naqvn - k)
P(k < Trefferzahl < m) = >, B(n,p,i) = P(—k > —Trefferzahl > —m)

= P(n—k >n — Trefferzahl > n — m) = P(n —m < Nietenzahl <n — k) = S7-% B(n, q,)

i=n—m

Beispiel 9.4 Priifungen mit Multiple-Choice-Test. 5 (50) Fragen. Jede Frage hat 3 Antworten,
von denen genau eine richtig ist. Priifung bestanden, wenn 4 (40) Fragen richtig beantwortet.

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass man die Prifung besteht, wenn man rein zufillig an-
kreuzt?

n =5(50), p= %, X : Anzahl richtiger Antworten
5 1\4 21 5 1\9 /2\0
PX =4 =()(3) 3) +() () (5) =0045

P(X>40)=1-P(X <39)~1-1=0

Beispiel 9.5 FEin Test besteht aus 20 Fragen, die mit ja oder nein zu beantworten sind. Man
beantworte die Fragen rein zufallig.

X . Trefferzahl®, p = %, n =20
P(X>12)=1-P(X <11)~1-0.74 =~ 0.26 (exakt: 0.25, siehe Tabelle)
P(X>15)=1-P(X <14)~1-0.98~ 0.02 (exakt: 0.021, siehe Tabelle)

PB<X<12)=P(X <12)—P(X <7)~0.86—0.11 = 0.75 (exakt: 0.74, siehe Tabelle)
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Beispiel 9.6 Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Klasse mit 40 Schiilern mahr als

2 am Heiligabend Geburtstag haben? p = ﬁ, n =40

P(X >2)=1-P(X <1) = 1—(P(X = 0) + P(X = 1)) = 1—(*9) (5%)" (24)"" = (1) (54)" (364)*°
0.0054

Beispiel 9.7 Der Ausschussanteil eines Massenartikels betrigt 1%. Der Artikel wird in Packungen
mat 200 Stiick verkauft.

Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Packung mehr als 2 defekte Artikel sind?

p:ﬁ, n = 200

P(X>2) =1-P(X <2) 1-0.7~0.3

NP

Larson
0 200 1 199 2 198
eaakt 1~ (30) () (257 + (%) ()" (£2)"™ + () (st)” (2)"") = 0323

Beispiel 9.8 (Wiirfeln) Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit beim Wiirfeln 10 Mal hintereinan-
der keine 5 und keine 6 zu haben?

P(X =0) ~ 0.016 (exakt: 0.0173)

Larson

9.2 Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung

Urnenmodell ohne Zuriicklegen N Kugeln, S schwarze Kugeln, X Anzahl der gezogenen
schwarzen Kugeln, n Anzahl gesamt gezogene Kugeln*.

Definition 9.2 Die Verteilung

S\ (N-S
H(N,S,n):s — M (9.5)

()

heiffit hypergeometrische Verteilung.

Bemerkung 9.3 H(N,S,n) ist aufwendig zu tabellieren. Fiir n < N ist die hypergeometrische
Verteilung gut durch die Binomialverteilung approzimierbar

S
H(N ~ B —
( aSan) <naN>

Beispiel 9.9 (Lotterie) FEine Lotterie besteht aus 1000 Losen mit 50 Treffern. Jemand kauft 5
Lose. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens einen Treffer zu haben?

*siehe Satz 2.5
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a) exakt mit hypergeometrischer Verteilung:
N =1000, n=25, S=50

_ —0) — (°0)(95°) _ 950!-5!.995! 950-949-948-947-946  __
P(X = 1) =1- P(X - O) =1- 210005) =1- 51.9451.1000! — L— 1000-999-998-997-996 0.2266

b) angendhert mit Binomialverteilung
n=>5, p= 1005 =0.05
P(X>1)=1-P(X =0)=1-(])(0.05)°(0.95)° ~ 0.2262

Beispiel 9.10 Eine Warensendung enthdlt 80 gute und 20 defekte Stiicke. 10 Stiick werden gezo-
gen:

a) ohne Zuriicklegen

b) mit Zuricklegen
Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, genau 2 defekte Stiicke zu erwischen?

a) N =100, S=20, n=10
(20)(100720)
P(x =2)="2ll1=2) _ 3182, ..
(o)
b) n=10, p=0.2

P(X=2) = (1) (1)*(4)" =0.30199. ..

9.3 Ungleichung von Tschebyschef fiir Bernoulli-Ketten

Satz 9.3 (Ungleichung von Tschebyschef fiir Bernoulli-Ketten) Sei X verteilt nach B(n, p)
(EX =np, Var X =npg); (E(X) =p, Var (£)=1).

X Pq
Pl|——p| > < = 9.6
( A ) < (9.6)
X rq
Pl|—— — 9.7
( > 6) < 3 (9.7)
X
P(—p ge) > 1- 22 (9.8)
n ne
X
P(—p <e) > 1- 22 (9.9)
n ne
Bemerkung 9.4 pg=p(1—p)=p—p* < % — % = % also pq < % YV p, q. Also folgt als grobere,

aber von p, q unabhingige Abschitzung:

X 1
Pl{|——-pl > < — .1
< n p‘ - 6) ~  4ne? (9.10)
X 1
Pl|—— A1
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0.8

Abbildung 9.2: p — p?

X 1
Pl|—-—-p < > 1-—7 9.12
< n p‘ - 6) 4ne? (9:12)
X 1
Pl|l—-— > 1—— 1

Beispiel 9.11 In einem Land werden ca. 600000 Kinder geboren. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Knabengeburt set p und soll nach 10 jihriger Beobachtung geschdtzt werden durch

600000 - 10 n

n

Anzahl der Knabengeburten (;X )

auf ein Tausendstel genau.

X 1 10002 1
P (| 6000000 —p! < 1000) 21- 4-6000000 1- 24 ~ 0.96

Beispiel 9.12 Man vermutet, dass in einer Urne gleich viele weifle und schwarze Kugeln sind.
Man zieht 1000 Mal eine Kugel mit Zuriicklegen. Sei X die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln.
Falls X < 400 oder X > 600 geht man von der Vermutung ab.

Man gebe eine Schranke an, dass man irrtimlich von der Vermutung abgeht, obwohl sie richtig ist.

p=13

o]

P(|X =500 > 100) = P (|25 — 1| > 0.1) < 52 = 0.025

Beispiel 9.13 Jemand entschliefit sich, einen Wiirfel, der nach 600 Wiirfen weniger als 80 oder
mehr als 120 Sechsen hat, als gezinkt zu bezeichnen.

(a) Man gebe eine Abschitzung an, dass damit ein fairer Wiirfel filschlicherweise beanstandet wird.

(b) Wie miisste die Entscheidungregel lauten, dass dieser Irrtum mit einer Wahrscheinlichkeit von
weniger als 0.1 passiert?

(a) P(|X —100] >20) = P (|55 — 100 20y _ p(|. X 1|5 L) < 588, ~(.21

1.5
6

(b) 2% <0.1= &% = e > 0.048 also | &5 — &| > 0.048 = | X — 100 > 28.8.
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Der Wiirfel miisste also beanstandet werden, falls mehr als 128 oder weniger als 72 Sechsen
geworfen werden.

Beispiel 9.14 Wieviele Wahlberechtigte muss man fragen, um mit mehr als 90%iger Wahrschein-
lichkeit das Wahlergebnis fiir eine Partei voraussagen zu kénnen, mit einem Fehler von hdchstens

1%7?

P(|% -p|l<0.01)>1- >09=n> = 25000

1 1
4-n-0.012 4.0.012-0.1

Beispiel 9.15 Fine Urne enthdlt einen unbekannten Anteil schwarzer Kugeln. Man gebe eine
Abschitzung fir die Anzahl der Ziige mit Zuriicklegen an, die man ausfihren muss, dass sich die
relative Hdiufigkeit % der Treffer mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 95% und hochstens
0.1 vom tatsdchlichen Anteil unterscheidet.

P& -1]<01)>1- 012>095

= 5= <0.05=n > 500

Beispiel 9.16 FEin Laplace- Wiirfel wird 500 Mal geworfen. In welchem Intervall liegt mit mehr
als 90%iger Wahrscheinlichkeit die Anzahl der geworfenen Sechsen?

P <o >1- £& 09

:m<01:>6 2360:>e>—~00527

7555

alSOfUT€>OO527ngtP(|m—*’<6 >09

d.h. |55 — | <0.0527 = | X — 38%| < 26.35

also ? —2635 < X < ? +26.35
56.98 109.68

also 56 < X < 110.

Satz 9.4 (Bernoullisches Gesetz der groflen Zahl) Sei H,,(A) die relative Hiufigkeit eines
Ereignisses A in einer Bernoulli-Kette der Linge n. Es gelte P(A) = p. Dann gilt fiir jedes € > 0:
1> lim P(|H,(A) —p|<e)> lim 1—— =1

, also
lim P(|H,(A)—p|<e)=1
n—oo

Man sagt H, (A) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen p fiir n — co.
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Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wirklichkeit Mathematische Theorie
Ergebnisraum,
Zufallsexperiment Axiome von Kolmogorov,

Unhabhéngige Versuche,
Bernoulli-Kette

1 |
relative Haufigkeit H,,(A)
!
empirisches Gesetz der groflen Zahl Bernoullisches Gesetz der grofien Zahl
| (Interpretation) (8
H,(A) — p ,praktisch sicher* H,(A) — p in Wahrscheinlichkeit

fs

Abbildung 9.3: Andrey Nikolaevich KOLMOGOROV (1903-1987)

9.4 Poisson-Niherung der Binomialverteilung

n p—
B(n’p7k) = <k)pkqn k7 ,u:npangv QZI—%
- — k n—k
Rl nF n
k —
pt no (n—1) (n—k+1) N joy K
= — . —. (122 1=
Ho =) =7)
k —
K " 1 2 k—1 [y —k
= 7= 1-(1—=)-(1==)-...-(1- 1-=
d () () () () 00
N———
:1L~>ooe_u1. =n—ool
k
~ e

Satz 9.5 (Poisson-Verteilung) Fiir die Wahrscheinlichkeit B(n,p,k) = (7)p*q" ™" gilt nihe-
rungsweise

k

B(n,p,k) ~ %e*ﬂ (9.14)

die brauchbare Werte liefert fir & < 1, d.h. p ,klein® und k < n. Wegen
>k
Ho—n — gpp—n —
X et =elet=1
k=0

Theachte: limy oo (1 + %)n = e
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ist die Funktion
k

Plu): k — %eﬂ, ke No (9.15)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. P(u) heifft Poissonverteilung. Fir eine nach P(u) wverteilte
Zufallsvaribale X gilt

EX
Var X =

T =

Abbildung 9.4: Simeon Denis PoIssoN (1781-1840)

Beweis 9.1

EX = ik.iew
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e‘“-u-(u-e“)'
= eiu.u.(eﬂ+u.eu)
A+

Var X = B(X?) — (BX)’ =+ 4* — i’ =

Beispiel 9.17 X verteilt nach P(3), p=3.

0.5

e 3~ 0.05
e 3 ~0.15
e 3~ 0.22 03l

30
o} 5
37 04
1

3

2

%—e ~ 0.22

3

41

3

5%

3%

6!

e ° ~0.17 029
e 3 ~0.11 ‘

N — o N — T

0.14
e 3 ~0.05

4 B 8 10
9 3
P(X=9) = %. e~ 0.0027 Abbildung 9.5: P(3), =3

Beispiel 9.18 (Wiirfeln) Ein Wiirfel wird 6 Mal geworfen, X : Anzahl der Sechsen.

P(X =1)= Binomial : (? (%)1 (%)5 ~ 0.4018
Poisson : %e‘l ~ 0.3678

P(X>1)=1-P(X =0) = Binomial : 1 — (g) (%)O (%)6 ~ 0.665
B Poisson : 1 —e™1 ~ 0.632

Beispiel 9.19 Von 100 Personen ist im Schnitt eine farbenblind. Wie grofs ist die Wahrschein-

lichkeit, dass sich unter 100 Personen 2 oder mehr farbenblinde befinden?

P(X>2)=1-P(X <1) = ~ 1-0.73=0.27
— <~

n=100,u=np=1 Thorndike

Beispiel 9.20 (Telepathie-Experiment im Fernsehen) FEin Medium ibermittelt eine 10stel-
lige Zahl an die Fernsehzuschauer telepathisch. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass man als
Zuschauer die Zahl errdt (A)?

P(A) = mm
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Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 7 Mio. Fernsehzuschauern jemand zufillig die Zahl
errat?

p= 1ow,n ="T7-10% p = np = 0.0007
P(X >1)=1—P(X =0) = 1 — 20007 . ,~0.0007 , (. 0006997

exakt: 1 — (70%0°%)p0 (1 — p) 7000000 ~ 0.0006997

Beispiel 9.21 Die Anzahl z(k) der Tage mit k Verkehrsunfillen in einer Kleinstadt.

o] 1] 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8|l9|10] 3
2(k) |47 | 77| 87| 74| 43[18|10] 4| 3|1 1
Jo-z(k) | 077|174 2321729060 |28 |24 |9 |10 | 876

Pro Tag durchschnittlich: % = 2.4 Unfille. Schitzwert fiir p = 24.

Theoretische Verteilung: P(2.4,k) = %6_2'4.

k 0 1 2 3 4 5 6 71819110
P(2.4,k) | 0.09 | 0.22 | 0.26 | 0.21 | 0.13 | 0.06 | 0.03 | 0.01
365 - P(2.4,k) 33 79 95 76 | 46 22 9 3/1]0| O

Beispiel 9.22 (Dateniibertragung) In diesem Beispiel: Steuerinformationen 40bit, Nutzinfor-
mationen variabel. ’ 8bit \ 8bit \ 8bit \ Nutzinformationen \ 16bit ‘

allgemein:

vy : Transfergeschwindigkeit (Menge der vom Empfinger als korrekt akzeptierten Nutzinformatio-
nen)

v Ubertragungsgeschwindigkeit (Ubertragene Informationsmenge pro Zeiteinheit, unabhingig von

der Korrektheit)
n = = : Wirkungsgrad
U
Wie lange muss der Block optimal sein?

Extremfille: Nutzinformationen = 0 = vr = 0, Nutzinformationen — oo = Block nahezu sicher
fehlerhaft = wiederholen = erneut fehlerhaft, ... = vy = 0.

Nutzinformationen: N bit, Steuerinformationen : R bit, Blocklinge: L = N + R, Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit: py etwa (1073 —107°).

Anzahl der Fehler im Block: X

vr

v
N-P(X=0)
Zeiteinheit
___ L
Zeiteinheit
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Gesucht ist das Mazimum, also muss die Ableitung gleich 0 gesetzt werden.

o
oL

R R
= Rerey (1 - L) L7 (—py)

= £+<1—§>(—pf):0

= R+ (L* - RL)(-ps) =0
- 2-ri-2_y
Pf

1 1
=Lipo==|R=* R‘A’+4E =i~ |R+ R2+4£
2 Py 2 Py

Mit den Beispielwerten ergibt sich:

= Lops = 4 (40 +/402 + 402, ) = 652.77

== (1 40 ) -0.937 = 0.879

T 652,77

0.5
06
0.4

0.2

o

0000 Zo0od 30000 40000 A0don
x

Abbildung 9.6: n(L) (mit den Beispielwerten)

t. ergibe eine negative Losung
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DIE NORMALVERTEILUNG

Kapitel 10

DIE NORMALVERTEILUNG

Bemerkung 10.1 Sei X wverteilt nach B(n,p), EX = np,Var X = npq.

Fiir die standardisierte Zufallsgrofle

T = =
a VPq
gilt: ET =0, Var T = 1. Weiterhin gilt:
lim EX = oo, lim Var X = o0
n—0oo n— oo

Es stellt sich die Frage: Gegen was ,geht® aber T'?
lim ET =0, lim Var T =1

n—oo n—oo

Satz 10.1 Die standardisierten Binomialverteilungen B(n,p) gehen fiir beliebiges p fir n — oo
gegen die Funktion

e(t) = e ? (10.1)

im folgenden Sinn:

k—u+0.5
P(ng):P<X_’u§k_u>:P<T§k_M>"2>°/ o(t)dt
o o o oo

Diese Niherung heifst Laplace-Niaherung. Die Werte P(T < t) = fioo o(t)dt sind tabelliert. Auf-
grund der Nihrungsformel gilt ffooo o(t)dt = 1. Die Funktion

B(t) = / "oty (10.2)

0.57 04

Abbildung 10.1: ¢(t) Abbildung 10.2: ®(¢)
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Beispiel 10.1 X ~ B(1000,0.8), x =800, 0 =+/1000-0.8-0.2 ~ 12.65

X - X -
P (800 < X < 900) = P (X < 900)—P (X < 799) = P 800 _ so0—s00 | _p 800 _ r99—s00

12.65 — 12:65 12.65 — 12:65
— —
T T

~ § (200-50040.5) _ ¢ (729800405 ) — §(7.94) — §(—0.04) =1 — 0.484 = 0.516

Satz 10.2 Sei X wverteilt nach B(n,p). Dann gilt

P(X<k) =~ @(””*Hw> (10.3)
o
P(k1<X<k‘2) ~ P(XSI{ZQ)—P(XSkl—1>

— . —1- .

_ (I)(kzg “+05)_¢(k1 u+05)
g ag

_ ®<k2—u+0.5)q>(k1—u—0.5> (10.4)
o o

Bemerkung 10.2 In manchen Biichern wird etwas gréober angegeben:

(I)(k;—u—i-OB)
g

P(X <k)

Q

0.5
VnpPq

, da fiir n — oo gegen 0 geht.

Bemerkung 10.3

P(X =k)

P(X<k)—P(X<k-1)

(b(k;—u+0.5> _(I)(k;—u—O.S)
o o

1 (k—u)

—¥

o o

Satz 10.3 Fiir grofie n gilt ndherungsweise

Q

Q

B(n,p.k) = (Z)p’“(l -p""

2
SEE
AN
/N
N
Q| |
=
~——

B 1 k—np
T Vm(-p)" <\/np(1 p)) 10:)
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Abbildung 10.3: P(X = k)

Bemerkung 10.4 Hat eine Zufallsgrofie X mit EX = u, Var X = o2 die Verteilungsfunktion
X—p
Q,,(X)=2 ( )

g

so heif$t sie normalverteilt nach N(u, o). Also
B(n,p) ~ N (np, \/npq)

fiir grofie n.

Bemerkung 10.5 Es gilt (siehe Abbildung 10.1)

‘I)':go

Beispiel 10.2 X verteilt nach B(20, %), p=mnp=10, 0> =npg=>5

P(X =12) = exakt: Gg) (;) (1 - ;) =0.1201...

102 .,
= Poisson : He =0.0947...
Lapl L 2(%3%)" _ 1106
= Laplace : e 5 =0.
P V521

Beispiel 10.3 Wahrscheinlichkeit fiir Knabengeburt: 0.514, pro Jahr 600000 Geburten. X Anzahl
Knabengeburten. X ~ B(600000,0.514) ist nicht tabelliert. Poisson ist schlecht geeignet, da p grofs.

~ 309000—600000-0.514+40.5 | _ 308000—600000-0.514—0.5 | __ _
P(308000 < X' < 309000) ~ @ ( 600000-0.514-0.486 ) o ( 600000-0.514-0.486 ) = ©(1.55)

®(—1.034) = 0.9394 — 0.1515 = 0.79

Beispiel 10.4 (Miinzwurf) Fine Miinze wird 10000 Mal geworfen. Wie grofs ist die Wahrschein-
lichkeit zwischen 4990 und 5010 Mal ,Kopf“ zu haben?

p= %, n = 10000

~ 5010—50000 \ _ 4990—5000 \ __ _ _ _ _ _
P(4990 < X < 5010) ~ @ (W) ) (72500 ) = $(0.2) — B(—0.2) = 0.5793 — 0.4207 =
0.1586
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Allgemein gilt: E(X —p) =0, Var (X —p) =Var X = o?

P(X—u<c) = P(-c<X-pu<o)

Satz 10.4 Fir grofie n gilt:

c+0.5 c
- <c)=x2- —1l==2- — ] = .
P(X —pl<e)=~2 <I>< . ) 1~~ 2 @(U) 1 (10.6)

Beispiel 10.5 Wie vorher: Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Knabenge-
burten um weniger als 1000 vom Erwartungswert abweicht?

~o. 1000.5 1 5. 1_»o. .
P (X — p| < 1000) ~ 2 ‘I’<—¢m> 1=2-®(2.584) —1=2-0.9951 — 1 = 0.9901

Beispiel 10.6 (Wiirfeln) Wie oft darf man einen Wiirfel hichstens werfen, dass die Anzahl von
Augenzahl 6 mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% hdochstens 20 vom Erwartungswert
abweicht?

p=7¢, p=np

P(X —pul<20)~2- <I>(

55 55
:»cb(ﬁ) >0.95 = 35 > 1.645 = n < 11178

Beispiel 10.7 Wie viele Geburten muss man beobachten, dass sich die relative Haufigkeit der Kna-
bengeburten um héchstens 1% vom wahren Wert 0.514 unterscheidet mit einer Wahrscheinlichkeit

von 99% ?

P(X—pyl<c) =~ 2-@(5)—1, Setec=tn
(o n
X
P(X—npl<c) = P(—p]gc)
n n
X tn
=P —p’ﬁt) ~ 2 @( )—1
(n v/ Npq
_ 2.@<Wﬁ)1
VPq

bei uns:

P ('X — 0.514‘ < 0.o1> ~ 2.0 (W> —120.99
n V0.514 - 0.486
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P <M> = 0.995
1/0.514 - 0.486
_001vn — 9258
v0.514 - 0.486
2
2.58
= ——— -+/0.514-0.4
n (0.0l 0.5 0.486
~ 16564

Beispiel 10.8 (Wahlumfrage) Wie viele Wahlberechtigte muss man fragen, um mit einer Wahr-
scheinlichkeit vom 90% das Wahlergebnis fiir eine Partei vorherzusagen, und zwar mit einem Fehler
von hdchstens 1%?

X 01 - !
P(p‘ gom) ~ 2.¢<M> —-1>09
n VP4
01 -
o <M> > 0.95
VPq
.01 -
M > 1.645
VPq
1
0.01-yn > §~1.6452\/PQ-1.645*
1
vn §~1.645-100
n ~ 6766

Beispiel 10.9 (Miinzwurf) FEine Miinze wird 1600 Mal geworfen. Man bestimme das kleinste k,
so dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die Anzahl von K im Intervall [800 — k; 800 + k]
lvegt.

P(X -pl<e) = 2.q>(c+05>—1
g
k+0.5 !
P(X —1600-0.5 < k) =~ 2.<1>( ;0 >—120.95
k+0.5
o > 0.975
SYE
k+05
> 1.96
50 ©
k105 > 392
ko> 387

Das Intervall lautet: [761;839)

*beachte: pg < % = /pPq < %
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10.1 Der zentrale Grenzwertsatz
Satz 10.5 (Zentraler Grenzwertsatz) Seien X; belicbig verteilte, unabhdingige Zufallsgrifen
mit den Erwartungswerten p; und den Varianzen o?.

Dann hat die Zufallsgrifie X = X1+ Xo + ... + X,, den Erwartungswert pp = p1 + pio + ... + pin
und die Varianz 0® = 0% + 03+ ...+ 02.

Dann gilt unter sehr schwachen Bedingungen an die X;, welche in der Praxis immer erfillt sind

nX -
lim Zz:l Zz:lu

)
nmoee > ie1 0

ist standard — normalverteilt (10.7)

also n n
Ei:1 Xi— Zi:1 i
22;1 o;

ist anndahernd standard-normalverteilt fiir grofies n.

Bemerkung 10.6

(i) Oben genannten schwachen Bedingungen stammen von Ljapunow (1901)
(ii) Die X; selbst miissen nicht normalverteilt sein.

(i1i) Faustregel: Satz 10.5 anwendbar ab n > 30.

Abbildung 10.4: Aleksandr Mikhailovich LyApunov (1857-1918)

Bemerkung 10.7 Oft ist es so (z.B. Stichprobe!), dass die X; gleichverteilt sind (mit unbekannter
Verteilung, Mittelwert pu, Standardabweichung o).

rXi—n- IS Xi—
lim —lel nE_ lim »==— = 21_10 a

n—oo Vn - o2 n—oo /n

ist standard — normalverteilt.  (10.8)

Satz 10.6 Sei X;, i = 1,...,n eine Stichprobe (d.h. X; unabhdingig und gleichverteilt). Es gelte
EX; = 1; Var X; = 2. Dann ist das arithmetische Mittel X = %ZLI X, anndhernd (u,
normalverteilt fir grofies n (Faustregel n > 30).

%)-

Beispiel 10.10 Um den unbekannten Mittelwert p der Brenndauer X einer Glihlampe zu ermit-
teln, wurden n = 100 Glihlampen getestet. Der Mittelwert X war 1520 Stunden. Aufgrund friherer
Versuche wurde o(X) = 150(h) angenommen.



SCHATZUNG VON ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

In welchen Intervall liegt p mit 95%iger Wahrscheinlichkeit?

LN Xi— xX— xX— .
Nach Satz 10.6 ist &zl =8 — Xop X15“ standard normalverteilt.
NG 1

= —1.96 < % < 1.96 mit 95%iger Wahrscheinlichkeit. Also gilt mit 95%iger Wahrscheinlichkeit:

= -294 < X-p < 294
= -294 < 1520—p < 294
= —294-1520 < —pu < —1520+29.4
= 1520-294 < 4 < 1520 +29.4
= 1490.6 < u < 15494

Beispiel 10.11 Fine Miinze wird 6 Mal geworfen 0 = Zahl, 1 = Kopf. X; Ergebnis i-ter Wurf.
X =X1+...+ Xg: Anzahl der geworfenen Kopfe.

Exakt: X ~ B (67 %) , EX=np=3, Var X =npq=1.5

P(X <0) = 0.00156
P(X<1) = 0.1094
P(X<2) = 0.3438
P(X<3) = 0.6563
P(X <4) = 0.8906
P(X<5) = 09844
P(X <6) = 1.0000

Niherungsweise X ~ N (3, \/1.5), d.h. % ist standard-normalverteilt. X < k & £=3 < k=3

&
2

P(X<0) = @ \/—li = ®(-245) = 0.0071
PX<1l) = 9@ JT% = ®(-1.63) = 0.0516
P(X<2) = & % = ®(-0.82) = 0.2061
PX<3) = @(4=) = 20 = 05

P(X<4) = @(4=) = 2(082) = 07393
P(X<5) = & % = ®(1.63) = 0.9484
P(X<6) = & J% = ®(245) = 0.9929



Kapitel 11

SCHATZUNG VON ERWARTUNGSWERT
UND VARIANZ

Sei (X1, Xa,...,X,) eine Stichprobe mit EX; = u, Var X; = o%. Als Schiitzwert fiir x4 nimmt
man X = 13" X, Esgilt EX = pund Var X = %2*

Wegen EX = ;1 sagt man: X = S %XZ- ist ein erwartungstreuer Schitzer fir u.

Bemerkung 11.1 Ist > " | a; = 1, so ist auch der Schitzer Y ;| a;X; = X erwartungstreu, denn

EX=E aiX; | = i BEX; =
(Sni0) ==
i=1 i=1
”w

Satz 11.1 Sei Xy,...,X,, eine Stichprobe mit EX; = p. Unter allen Schdtzern 2?:1 a; X; mit
Soria; =1 (dh>" | a;X; ist erwartungstreu) ist der Schitzer

x - 1 dox (11.1)

= i ]

1
X = - X, =— 11.2
Var - ZVar (11.2)

Beweis 11.1

INA
M=
QQM
o
&
+
NIE
SM‘H

4
SR
IN IA
ngRlilng
e S
S8 &,
|
SRS

*siehe Satz 7.2
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SCHATZUNG VON ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Satz 11.2 Sei Xq,...,

|

Ik M
8
=
8
5

n n
Var <Z aiXi> = 2
=1

i=1

X, eine Stichprobe mit EX;

Grundgesamtheit bekannt, so ist

Y
|
I
<
S
<

ein erwartungstrever und konsistenter Schitzer fiir o2.

Beweis 11.2

Satz 11.3 Sei X;,...,

Var (U?%)

X,, eine Stichprobe mit EX;

52

1 n
E;E(X -

,Z EX2—2,uEX 42
i=1

1 En: EX? -
=1

u

3

n

1 —\2
- n—lZ(Xi_X)
i=1

ein erwartungstreuer und konsistenter Schitzer fiir o2.

=u, Var X; = 0. Dann ist

=u, Var X; = o?. Ist der Mittelwert y der

(11.3)

(11.4)
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Beweis 11.3 Ansatz:

Nebenrechnung

1 < —\ 2
E;(Xi—X) =

= %Z(Xi_M)Q_Q(Y_U) %ZXZ-—M +(X—p)’

i=1 i=1

Ende Nebenrechnung

Var X=2-

[ 1
= C 0'2—*0'2

L n

n—1
= C 0'2

n

| 2 n
= o0 =c=

Beispiel 11.1 In einer Urne befindet sich eine unbekannte Anzahl von N Kugeln, die von 1 bis
N durchnummeriert sind. Es werden n Kugeln zufillig mit Zuriicklegen gezogen. Man finde einen
erwartungstreuen und konsitenten Schdtzer fir N.

X;: Nummer der i-ten Ziehung

EX;j=1-%+42-%4+...+N-x=(1+2+...+N)

2=

Il
2
N

X= i1 Xi, EX = %Z?:l EX; = %

T n
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TESTEN VON HYPOTHESEN

=N+1=2-EX=N=2-EX-1=E(2X —1)
Vorschlag fiir Schitzer: 2X — 1

Zur Varianz:

Var (2X —1) = 4-Var X

= ﬁZVMXZ
i=1
4
= 3n Var Xy
= *VCL’I"Xl
Nebenrechnung
Var X, = EX{—(EX;)?
N+1\?
= EX12<+>
2
1 1 1 1 N+1\?
— 2. - 2. - 2. - 2. _
= P28 gt N N <2>
1 N+1
= (1P+22+3°+.. +N2)—< i
_ N(N+1)(2N +1) lf N+1
B 6
_ (N+D@N+1) (N+1
- 6 2
2N+1 N+1
- (N+1)- _
v+ | 2 - 2
AN 42— (3N +3
= (N+1)- ( )
12
N+ I)(N 1)
B 12
. N2-1
B 12
Ende Nebenrechnung
N?Z -1

3n
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Kapitel 12

TESTEN VON HYPOTHESEN

Beispiel 12.1 (Wiirfeln) Ein unbekannter (evtl. gezinkter) Wiirfel soll getestet werden. Dazu
wiirfelt man 100 Mal. X;: Augenzahl i-ter Wurf. Sei € der (unbekannte) Mittelwert des Wiirfels.

Hypothese Hy : £ = 3.5

Ist X nahe an 3.5 Hy wird angenommen.
Ist X weit weg von 8.5 Hy wird abgelehnt.

mdgliche Fehlerarten:

Hy ist wahr | Hy ist falsch
Hy wird angenommen | OK Fehler 1
Hy wird abgelehnt Fehler 2 OK

Obwohl Fehler 1 und Fehler 2 symmetrisch sind, wird in der Praxis so verfahren, dass Fehler 2
vermieden werden soll.

Unter der Annahme, dass Hy wahr ist, gilt nach Satz 10.6

— o
X ~N|35 — | = N(3.5; 0.17),
( \/100> ( )
also ?()._1?;5 ist standard-normalverteilt.

= —1.96 < X235 < 196
= —-1.96-0.17 < X-35 < 196-0.17
= 35-196-0.17 < X < 3.54196-0.17
= 3.17 < X < 3.83

mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Hy abgelehnt wird, obwohl Hy richtig ist, ist < 5%. Man sagt: Hy
wird angenommen mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95%. Die Zahl 1 - Sicherheitswahr-
scheinlichkeit heifft auch Irrtumswahrscheinlichkeit (bei uns 5%), oder auch Signifikanzniveau.
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TESTEN VON HYPOTHESEN

057
Beispiele fiir Apg,
)\90% = 1645
Ags% = 1.96
Xogss = 2.58 {P%
A 3 U 2p% i

Abbildung 12.1: Apgy

Test der Hypothese £ = &, gegen die Alternative £ # &y bei bekanntem o
Vorgegeben Hypothese Hy : £ = &, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%

Stichprobe X1, X, X, =X =11 X,

. . 1
Realisationen z,29,...,2, =T =+ " ;

z—&o
g

< Apy, = Annahme der Hypothese

n

Entscheidung ’

z—&o
=

> Apy, = Ablehnung der Hypothese

(Dieser Test ist zulissig, wenn angenommen werden darf, dass X normalverteilt ist.*)

P% heifit die Sicherheitswahrscheinlichkeit des Tests. 100 - P% heifit Irrtumswahrscheinlichkeit
(auch Signifikanzniveau).

Beispiel 12.2 Das Gewicht einer Viertelpfiinder-Produktion soll iberpriift werden. Dazu werden
500 Viertelpfiinder gewogen. Es ergab sich (X;: Gewicht des i-ten Viertelpfiinders)

1 500
T=—S g =124
= 500 1”5

i

[}

Kann die Hypothese Hy : & = 125 mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 99% abgelehnt
werden? Aus fritheren Tests weiff man, dass die Standardabweichung des Gewichts o = 10 ist.

T — 125
10

- \\/5@— 125)( - \—\/5\ = 2.236
/500

Aggy, = 2.58 = Hypothese kann micht abgelehnt werden mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 99%. Bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95% (Mosy, = 1.96) wiirde die Hypothese
abgelehnt.

*vgl. Zentraler Grenzwertsatz (10.5)
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Beispiel 12.3 Fine Miinze wird iberprift durch 30maliges Werfen:

ZZKKZZZKKZZZKKZKKZKKZZKZZKKZZ7 (13z K, 17x Z)
X; : 0, falls i-ter Wurf Z, X; : 1, falls i-ter Wurf K. X = % Zf’il X;

Hypothese Hy : §:%; 02:%(0_%)2+%(1_%)2:i

71 13
T3 30
o

V30

1
— 2

=0.73

_1
2v/30

Die Hypothese wird mit 90%iger Sicherheitswahrscheinlichkeit nicht abgelehnt.

Definition 12.1 Die Funktion

1 T () 1
n
2

fn(t):\/ﬁ I3 qyeys

—00 <t <00 (12.1)

ist die Dichtefunktion der sogenannten Student-Verteilung mit n Freiheitsgraden (auch t-Verteilung
mit n Freiheitsgraden.) Stets gilt

/ fat)dt =1
Die Funktion

Fo(Z) = /Z Fult)dt (12.2)

heifst Verteilungsfunktion der Student-Verteilung. F,, (Z) ist tabelliert.

Bemerkung 12.1 ,Student®: Pseudonym fiir W. S. Gosset

054

Abbildung 12.3: William
Sealey GOSSET
(1876-1937)

Abbildung 12.2: f,(t)

Bemerkung 12.2 Im Fall n = oo hat man die Normalverteilung, d.h.

+2
ez

1
nlingo falt) = V2

Satz 12.1 Sei (X1, Xo,...,X,,) eine Stichprobe aus einer (§, o)-normalverteilten Grundgesamt-
heit. Sei X = L3 X, (Schitzung fiir Mittelwert), sowie 5? = -3 (X, — Y)Q (Schitzung
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TESTEN VON HYPOTHESEN

fir Varianz). Dann ist

Student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

Berechnung:

Beispiele fiir vpy,

A =1.81

V) =223
Yoo =3.17

(12.3)

0.5

1 P%

3 3 T >4
Abbildung 12.4: Student-verteilung mit n
Freiheitsgraden

Test der Hypothese £ = £y gegen die Alternative £ # &y bei unbekanntem o
Vorgegeben Hypothese Hy : & = &, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%
X1, Xo,.... X, = y:lznleZ
Stichprobe nZ —\2
= =LY Xi-X)
—_ 1
Realisationen 7% 0% 7 $2_ n 12?:131‘ 9
= 8= g3 2 (1 —T)
Entscheidung ’z—go < vgf%_l) = Annahme der Hypothese
’w_fo > 7;37%—1) = Ablehnung der Hypothese
v

(Dieser Test ist zuliissig, wenn angenommen werden darf, dass X normalverteilt ist.")

Beispiel 12.4 Bei der Prifung der Druckfestigkeit von 6 Betonwirfeln wurden folgende Werte

gemessen:
x = 180
o = 175
zy = 182 5
v = 185 U9/’
x5 = 186
vg = 182

tvgl. Zentraler Grenzwertsatz (10.5)



12.1 Einseitige Tests

Die Hypothese Hy : & = 180 soll mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95% getestet werden
(Annahme: X; normalverteilt).

T = %(180 + 175+ 182 + 185 + 186 + 182) = 181.67

5% = 1(1.672 + 6.67% + 0.332 + 3.33% + 4.332 + 0.33%) = 15.47 = 5 = 3.93

z— 180 |1.67-v6 )
555 | = | 303 |~ 0% sy = 257
o .

= Hypothese wird angenommen.

12.1 Einseitige Tests

Test der Hypothese £ > &, gegen die Alternative £ < & bei unbekanntem o
Vorgegeben Hypothese Hy : € > &, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%

X1, Xo,..., X, = X=1¥" X;

Stichprobe Lo ﬁ Z?ZI (Xi _ Y)2
Realisationen V72 00 7 _2: " 12?:1;;“ 2
= $f=192 (@i —T)
Entscheidung %ﬂ > 71(3"%*7 1linseitig rechts = Annahme der Hypothese
5\%&0 < ’)/1(37:7 1iinseitig echts = Ablehnung der Hypothese

05

(n-1}

P, einseitig rech:

Abbildung 12.5: Student-verteilung mit n-1 Freiheitsgraden
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Test der Hypothese £ < &y gegen die Alternative & > &, bei unbekanntem o
Vorgegeben Hypothese Hy : £ < &, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%

X, X0,..., X, = X=1%7" X,
Stichprobe b " 5 " ?lfln ’ —\2

= S° = n—1 ZiZl (X’ - X)
— 1 n

X1, T2,y Ty = T =, X

Realisationen Ltz 5 ";l_lnl .9
= s’=—g> (-7

Entscheidung Z=5%¢ < fy](;i/:llinseitig links = Annahme der Hypothese

> :

E;sfo > ’Ygf%_,lginseitig links = Ablehnung der Hypothese

Bemerkung 12.3 Analog: einseitige Tests mit bekanntem o (ersetze % durch E%j’ und

durch Apy, cinseitig

057

(=1}
fP% einseitig links

Abbildung 12.6: Student-verteilung mit n-1 Freiheitsgraden

v vn

)

Test der Hypothese £ > &) gegen die Alternative £ < £y bei bekanntem o

Vorgegeben Hypothese Hy : £ > &, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%
Stichprobe X1, Xs,.. . Xpy=X=1Y" X,

Realisationen z1,23,...,2, =T =2Y"

Entscheidung Lo > )\ PY%, einseitig rechts = Annahme der Hypothese

= < )\P%, einseitig rechts = Ablehnung der Hypothese

(n—1)
P%, einseitig ...
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Test der Hypothese £ < £y gegen die Alternative & > &y bei bekanntem o
Vorgegeben Hypothese Hy : £ < &, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%

Stichprobe X1, X, X=X =150 X,

Realisationen z1,2s,...,2, =2=1Y" 1,
Entscheidung Ej" < AP%, einseitig links = Annahme der Hypothese
N
E;Lf” > Ap%, einseitig links = Ablehnung der Hypothese

Beispiel 12.5 (Oktoberfest) Getestet wird die ausgeschenkte Flissigkeitsmenge in den Maf-
kriigen (in g).

Hypothese: £ = 1000g, Sicherheitswahrscheinlichkeit 99%

Gewogen werden 10 Inhalte: 997, 990, 1000, 993, 980, 1001, 982, 987, 990, 991
T=15-(997+ 990 + ... +991) = 991.1

s2=5-(5.92+ 112+ ...+ 0.1%) = 48.99, 5=1/48.99 ~ 7.0

991.1 — 1000
7.0

10

=4.02

’ygg% =3.25 = Hy wird abgelehnt.

Beispiel 12.6 (Oktoberfest) Getestet wird die ausgeschenkte Flissigkeitsmenge in den Maf-
kriigen (in g).

Hypothese: £ > 1000g gegen & < 1000g, Sicherheitswahrscheinlichkeit 99%
Gewogen werden 10 Inhalte: 997, 990, 1000, 993, 980, 1001, 982, 987, 990, 991
T=15-(997+ 990 + ... +991) = 991.1

s?=5-(5.92+ 112+ ...+ 0.1%) = 48.99, 5=1/48.99~ 7.0

z—¢& 991.1 —1000

- = =0 = —4.02
Vvn V10

9 _ .
Y99% cinseitig rechts — —2.82 = Hy wird abgelehnt.

Beispiel 12.7 Gesucht ist ein Intervall, in dem sich mit 95%iger Wahrscheinlichkeit das Durch-
schnittsgewicht der Studierenden der FHM befindet. Annahme: Gewichtsverteilung ist normalver-
teslt.
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Stichprobe: 73, 70, 85, 90, 80, 75, 77, 78, 80, 82
T=15-(73+70+...+82) =776

§2=1.(4.62+7.6° ... +44%) =5049, s5=+5049~7T.1

= _'735% S ?%é S 785%

= —226 < TLSE < 296
V10

= —507 < T77.6—¢ < 507

= 827 < ¢ < =725

= 725 < ¢ < 827

mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%.

Das Durchschnittsgewicht liegt mit 95%iger Wahrscheinlichkeit zwischen 72.5 kg und 82.7 k.

12.2 Die y?-Verteilung

Definition 12.2 Die Funktion

hn(x):ﬁum? 72, 0<z< oo (12.4)

o
0.8
0g

ek

0.2

Abbildung 12.7: y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden

/000 hp(z)dz =1

. Die Funktion
H,(2) :/ hy (t)dt (12.5)
0

ist tabelliert.
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Beispiele fiir P%-Intervalle:

95% bei hyg(x) = [3.25, 20.48).

90% bei haz(z) = [13.1, 35.2].

99% bei hgg(x) = [57, 126] (linear approximiert).

90% bei hgoQ(JC) = [2607, 341}

Satz 12.2 Sei X4,..., X, eine Stichprobe aus einer (§, o)-normalverteilten Grundgesamtheit. Sei
X = %21;1 X; und S? = ﬁ Py (Xi - Y)Z

Dann besitzt

n -\ 2
(n —0'21)52 Y (24'2 - X) (12.6)

eine x2-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

12.2.1 Zweiseitige Tests

Test der Hypothese o = g gegen die Alternative o # oy
Vorgegeben Hypothese Hy : o = oy, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%
X1, X0,..., X, = X=13" X,
Stichprobe n o=l —\2
= =5 YL (Xi-X)
_ 1 n
s L2y, = == i1 T
Realisationen V"2 n IQ " 12:“1:7 _\2
= =92 (3 —T)
(n—=1)s® 2 (n—1)
= o2 =< XL, P%
Ablehnung von Hy
2 _
Entscheidung (n=1)s” Xé (7;3%1)
Xi (TIL);}) < (n;)sg, < Xi(’]b;(;) Annahme von Hy,
5 0 0 ) 0

(Dieser Test ist zulissig, wenn angenommen werden darf, dass X; aus einer normalverteilten Grund-
gesamtheit ist.?)

Beispiel 12.8 (Oktoberfest) Getestet wird die ausgeschenkte Flissigkeitsmenge in den Mafs-
krigen (in g).

Hypothese: o = 5, Sicherheitswahrscheinlichkeit 95%
Gewogen werden 10 Inhalte: 997, 990, 1000, 993, 980, 1001, 982, 987, 990, 991

T=15-(997 4990 + ...+ 991) = 991.1

fygl. Zentraler Grenzwertsatz (10.5)
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s =3-(5.924+ 112 +...40.1%) = 48.99, 5 =1/48.99 ~ 7.0

—1)s>  9-48.99
(n=Ds” _ 94899 _ 7 63
og )

2 (9)

XL, 05% = 2.70, X;,(S&% =19.02 = H, wird angenommen.

Bemerkung: Hitte man als Sicherheitswahrscheinlichkeit nur 90% gefordert, so hitte man XQL ©)

2 (9)

3.33, Xr, 0% =

16.92 und Hy abgelehnt.

12.2.2 Einseitige Tests

90%

Test der Hypothese o > 0g gegen die Alternative o < oy

Vorgegeben Hypothese Hy : o > o, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%
~ 1 n
Stich b Xl,Xg,...,Xn = X = ﬁZi:IXi
probe §2= L5 (X, - X)°
= _nflzi:1<i_ )
_ 1 n
. . T1,T2,...,T = == .1 X
Realisationen PTE T , 12:“% ’ 9
= ===, (-7
. (n—1)s> 2 (n—1)
Entscheidung 52— < XP%, einseitig rechts Ablehnung von Hy
(n—1)s2 2 (n—1)
o2 > P%, einseitig rechts = Annahme von Hy
0.6
0.4
03
2 (n-1)
02 XP% einseitig rechts
0.1

Abbildung 12.8: x

2 (n—1)
P%, einseitig rechts
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Test der Hypothese 0 < 0¢ gegen die Alternative o > oy

Vorgegeben Hypothese Hy : o > og, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%

X1, Xo,..., X, = X=1%y" X;

Stichprobe —2

2_ 1\

= =553 (Xi-X)
— 1 n
T1, T2,y Ty = T =+ 0 T

Realisationen Ltz 5 ";l_lnl .9

= =07 2 (3 —T)

. —1)s? 2 (n—1

Entscheidung % > XP% Chzscitig linke= Ablehnung von Hj

(n—1)s> 2 (n—1)
T o2 < XP%, einseitig links = Annahme von Ho

0.5y
0.4+
03
02
¥ 2 {n-1}
~ P%, einseitig links
014

Abblldung 12.9: X;(Ezl;ilgxseitig links
Beispiel 12.9 Korpergrifle der Studierenden (Ann. normalverteilt).
Vorgegeben Hy : € = 180, Hy : o = 10, Sicherheitswahrscheinlichkeit 95%.
Stichprobe: 180, 171, 170, 190, 183, 159, 178, 185 (n=8)
T=31(180+...4185) =177

s?=1(32+...+8%) =983, s =991

z—&o 177 — 180
= | = 9.01 =0.86
vn v
’Yé?% = 2.37, = Annahme von H,.
(n—1)s> 7-98.3
= =6.98
o5 100
Xiy(g)S% = 1.69, X;_’(&% =16.01 = Annahme von IjIO,

Einseitiger Test: Hy : o < 10 gegen o > 10

2(7)

X05%, einseitig links — 14.07 = Annahme von Hy.
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12.3 Vergleich der Mittelwerte zweier verschiedener Grund-
gesamtheiten

Sei
X (&, 0)-normalverteilt, Stichprobe X1, X,...,X,; X = 13" X;

Y (n,o)-normalverteilt, Stichprobe Y1,Ya,...,Y,; ¥V = L 37" Y,

4

>

~ (f, \‘/’ﬁ)-normalverteilt, ("_;#% ~ x2(=1)

Y ~ (n, \/”m)—normalverteﬂt, (m;% ~ x2m=1)

Annahme: X,Y sind voneinander unabhéngig.

=
X-Y~ <§ —-n, \/%2 + ‘::) = (§ —n,0 % + %)—normalverteilt. Dann gilt

Satz 12.3 Die Zufallsgrofe

_ X-Y-(-n
Vit e (S (-0 4 5, (- 7))

ist Student-normalverteilt mit n+m-2 Freiheitsgraden.

(12.7)

Test auf Gleichheit von zwei normalverteilten Grundgesamtheiten mit derselben unbekannten Streuung o
Vorgegeben Hypothese Hy : & = n, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%
. X1, Xo,...,. X, = X=15" X
Stichprobe Vet AT Lui=1
P Y1, Ys, ... Y, = Y=4i%Ty,
—_ 1 n
Realisationen ~ ~ D72 ofn = T= L Z’ﬁl i
Y1,Y2,- -, Yn = yzﬁzizlyi
5 t = =
Berechne e (L P D))
Entscheidung [¢| > 'ygl%_mw) = Ablehnung von Hj
t] < *ygf,/:mﬂ) = Annahme von H

Wie bei allen anderen Tests sind auch hier einseitige Tests moglich.

§S0ll anstatt Ho die Hypothese Hy: & —n = c (konstant) getestet werden, ersetzt man in der Testgréfie t den
Zahler durch z —y — ¢
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Beispiel 12.10 Die Hypothese Hy: Die Mdnner sind 15c¢cm grifler als die Frauen soll bei einer
Sicherheitswahrscheinlichkeit von 90% getestet werden.

X (Frauen) Stichprobe: 168,175,170
Y (Mdénner) Stichprobe: 180,183,179,195,175,180,178

T=171, j=181.43

171 — 181.43 + 15

t J—
VEHE e (37 + 42 4 12) + (1432 + 1572 + ..+ 3.432)
- 4.57
0.694/ 5 (26 + 249.7)

1.13

’Yéz?% = 1.83 = Hy wird angenommen.

Hiitte man stattdessen die Hypothese Hy: ,Der Grifenunterschied zwischen Mdnnern und Frauen
ist grofier als 15¢m* getestet, gegen die Alternative ,,Unterschied ist kleiner® hitte man gehabt (bei

90%):

t = 1.13 wie oben

(®)

Y90%, cinscitig links — 1.40 = Hy wird angenommen.

12.4 Die Fisher-Verteilung

Abbildung 12.10: Sir Ronald Aylmer FISHER (1890-1962)

Definition 12.3 Die Funktion

Fom(z) = (g)ﬂ (g)ﬂ rr(("?);(g) -~ %)%%; 0<z<o0 (12.8)

ist die Dichtefunktion der F-Verteilung (Fisher-Verteilung) mit (m,n) Freiheitsgraden. Stets gilt
fooo fmn(x)dx = 1. Die Funktion

Fanl) = [ " (@)

heifit Verteilungsfunktion der F-Verteilung mit (m,n) Freiheitsgraden. F, ,(z) ist tabelliert.
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0.6

0.6

0.4

0.2

U7702704 06 08 1 12 14 18 18 2
Abblldung 12.11: f4,10, f472

Satz 12.4 Sei
X1, Xo,..., Xm Stichprobe aus einer (§,01) normalverteilten Grundgesamtheit,
Y1,Ys, ..., Y, Stichprobe aus einer (n,o9) normalverteilten Grundgesamtheit,

— —\ 2
X =52l X 8t =35 50 (X - X)7,

% —\2
Y =130 Viisi =AY, (Yi-Y)".

Dann gilt: Die Grifle

s7
21
%1
5 (12.9)
a3
ist F-verteilt mit (m-1,n-1) Freiheitsgraden.
Bezeichnung:
1 1
0.8 0.61
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
07702 04 0B 08 1 12 1.4 16 1§ 2 002 04 06 08 1 12 14 15 18 2
Abbildung 12.12: F-verteilt mit (m,n) Frei- Abbildung 12.13: F-verteilt mit (m,n) Frei-
heitsgraden heitsgraden

Bemerkung 12.4 Stets gilt
(mn) _ 1
P% T (nm)
Y100-P%
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Beispiel 12.11

1
1.4
0.8 129
%
0.6
0.6
0.4 0.6
0.4
0.2
0.2
o 05 1 15 2 25 3 o 05 i 15 2 3
Abbildung 12.14: F-verteilt mit (10,18) Abbildung 12.15: F-verteilt mit (25,30)
Freiheitsgraden Freiheitsgraden
(10,18) (10,18)
VL o0% = 0.36, v VR, 90% = 2.49
Nebenrechnung: 1/(10 18) _ ﬁ ~ ﬁ ~ 0.36
95%
(25,30) (25,30) _
VL, 98% — 0.4 VR, 98% — 2.47
(25 30) 1 o 1
Nebenrechnung: vy = @ N 551 N 0.4

99%

Test der Hypothese Hy: 03 = 203 gegen die Alternative 0? # c?03

Vorgegeben Hypothese Hy : o7 = c?03, Sicherheitswahrscheinlichkeit P%

X1, Xoyoo o, Xon = _—121 1 X

= Si= Yrl(Xi-X )
Stichprobe 1 T i
P Y171/27"‘7Yn = _121 1Y 9
= S=;5YL(%-Y)
T1,T2, s Tm = T:%ZZIJ;’ 9
2 1 m =
= = A P

Realisationen fl 1= lnz —1 (@ = 7)

Y1, Y2, yYn = Y= E i=1Yi 9

n
= 5= W —7)

82

Berechne S =8
2
. (m—1,n—1) (m—1,n—1)
Entscheidung VL p% <s<vp py = Annahme von H,
(m—1,n—1) (m—1,n—1)
s <Vp po ) oder s > VL. po = Ablehnung von H
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Beispiel 12.12 Bei der Beobachtung einer Tierart wird vermutet, dass die Lebenserwartung bei
den Weibchen wesentlich stirker schwankt als bei den Mdnnchen.

Eine Messreihe ergab

Weibchen: 10, 12, 13, 12, 9, 17, 16, 14, 10, 15 (X;) €, o1
Minnchen: 17, 18, 19, 17, 18, 17 (Y;) n, o9

Man teste die Hypothese Hy: Die Standardabweichung bei den Weibchen is doppelt so grof$ wie die
der Mdinnchen bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 90%.

(1,2 2 2 fy2
Hy (501) =05 & o7 = 403

T=128; s7 =5 (282 +...+222) = 7.24

y=177 s3=1 (1> +... +1%) = 0.67

7.24
Too7 — 27
(9,5)  _ 9.5 _
V1 o0% = 0.16, VR o0% = 4.77
95 1 1
NR: Vs, = ~oo = 348 0.29

95%

= Hy wird angenommen.

Beispiel 12.13 FEs wird vermutet, dass die Studierenden, die regelmdjfig in der Mensa essen,
haufiger krank sind, als diejenigen, die nicht in der Mensa essen.

X: Mensa-Esser: Zahl der Fiebertage im vergangenen Jahr
Y: Nicht-Mensa-FEsser:  Zahl der Fiebertage im vergangenen Jahr

Annahme: alles normalverteilt.

X: 18, 12, 13, 4, 17 m =5 aus (£, 0,)-normalverteilter Grundgesamtheit
Y: 13,8, 17, 19, 21, 1 n =6 aus (n,0,)-normalverteilter Grundgesamtheit

7 =12.8; s2 =5.54
y=13.16; 57 = 7.54
Zundchst: Test auf Gleichhheit der Varianzen (Sicherheitswahrscheinlichkeit: 90%)

Hy: o2 =02 s=j—§=0.734

@8, = 0.16, 110

vy, "90% = 0-16, vp "gog, = 5.19

95%

= Hy wird angenommen.

Hy: ¢ = 1 gegen & > n bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95%.
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T—7 B 12.8 — 13.16
n — m _ 1,1 /1
ot 711,\/71,—&-7171—2 (Zi:l (2 — )" + 2im1 (Wi — 9)2) \/5 t5 \/9 (22.16 + 37.7)

~ —0.23

= Hy wird angenommen.

Beispiel 12.14 Fin Wiirfel wird auf Korrektheit bei den Sechser-Wiirfen getestet.
Dazu wird 100mal geworfen = X ~ B(100,p), X = Anzahl der geworfenen Sechsen.

Test der Hypothese Hy : p = % gegen die Alternative p # % mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95%.

024
0.158
0.16
0.144
0124

0.1

0.05
0.06
0.044
0.02 4 ||
U
5% | 95% 2

Andere Méglichkeit: Zentraler Grenzwertsatz

K
— £

2.5% a0 £0 80 100

Abbildung 12.16: Binomialverteilung

X; = 0 mit einer Wahrscheinlichkeit von

ol

X; = 1 mit einer Wahrscheinlichkeit von

o=

w
>
o=

X~ N (%)

- N 1 %
- 67 /100

= N(0.16,0.037)
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)(()._0%%6 ~ N(0,1)

—-1.96 < 5&83;176 < 1.96 mit 95%iger Wahrscheinlichkeit <
0.087 < = < 0.26 mit 95%iger Wahrscheinlichkeit <<
8.7 < Trefferzahl < 26 mit 95 %iger Wahrscheinlichkeit

= annehmen, falls 9 < Trefferzahl < 26, sonst ablehnen.
Andere Méglichkeit: Laplace-Ndherung

X ~B(100,3), p =13 =16.67, 0> =100- 2 - £ =13.89, 0 = 3.73

P(klsxm):@(w),@(w)

[ea

@ (hatt0) — @ (B2gI0AT) £ 0.975 = 20T — 1.96 = y = 23.48

o (7’“*50*”) — @ (hizledT) L 025 = Bio1TAT — 196 =k = 9.85

= annehmen, falls 9 < Trefferzahl < 23, sonst ablehnen.

Beispiel 12.15 Beim Roulettspiel soll die Korrektheit der Zahl ,0% getestet werden.
Stichprobe: 1000 Mal drehen.

Wie lautet die Entscheidungsregel, mit der man die Hypothese Hy: p = 3—17 mit 99%iger Sicher-
heitswahrscheinlichkeit ablehnt?

X; =0 falls ,nicht 04, X; =1 falls ,,0¢

X =", Xi; X ~B(1000, 5-); EX = 1390 ~ 27.03; Var X = 1000- 5 - 32 ~ 26.29; 0(X) = 5.13

P(X < k)~ & (E2003) = X200 o N(0,1) = —2.58 < X22003 < 258 mit 99%iger Wahr-

scheinlichkeit = 13.79 < X < 40.27 mit 99%iger Wahrscheinlichkeit

Entscheidungsregel: bei hdchstens 12 oder mindestens 41 Treffern wird die Hypothese Hy abgelehnt.

Beispiel 12.16 Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Gisten, die n Geschenke mit-
brachten, jemand zufillig sein eigenes zuriickerhdlt?

n=2 (1,2),(2,1) p—§=0.5

n_3 (172’3)7(17372)7(27 173)7(2737 1)’ (37172)7 (3727 ]‘) p_ 8 _0'66

n=4 ¢
allgemein: n Gaste; p = = (z2: Anzahl der Permutationen, bei denen mindestens eine Stelle stimmt)
Nebenrechnung:

2= (=1 = () =2+ ()= 3= ()= )

=n(n— 1! = gay (n — 2)! + grtiay (n = 3)! = gy (n —4) £ ..



_ n! n! n!

Nebenrechnung:

=1-4i4L L4 +L__,1-1=-163212..9
. v e

n!

n—oo

0.7

0.6

0.47
0.3
0.27

0.1

Abbildung 12.17: Verlauf

Beispiel 12.17 FEin Puzzle besteht aus 5555 Teilen. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
ersten zwei Teile, die man herausgreift, zusammenpassen?

5555 = 5-11-101 = Puzzle: 101255
FEcken: 4
Randstiicke: 99-2+53-2=2304
innere Stiicke: 5555 — 308 = 5247

alle Moglichkeiten: 5555 - 5554

giinstig: 4 -2 4304 - 3 + 5247 - 4 = 21908

__ 21908 __ ~ _1
P= FEEEBEEL — 0.0007100 ~ 1408

=
|
I
o
L
Il
3
—
=L
=
3
I
o
|
=l
Jr
o
|
ol
Jr
B
<H
|
=
I
|
o)
+
el
|
B
H_
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Anhang A

MONTE CARLO METHODEN

A.1 Schatzer fir =

Es werden zufiillig Reiskorner in folgenden Aufbau geworfen:

&

Fx
Fq

2
a
T

K — ) :%ﬁ’]‘(‘:4~

FQ:a2
o2 }:>FQ “

FK = Tﬂ'
Ein Schétzer fir « ist:

4-  Anzahl der Treffer im Kreis“/,, Anzahl aller Versuche“.

Ein praktischer Versuch konnte so aussehen:

Mit einem Zufallsgenerator werden 2 Zahlen x,y , gewtirfelt“
Priife mit Phytagoras: z2 4+ y? < 1. Zahle Treffer im Kreis.

-1

Abbildung A.1: Versuchsaufbau
-1<z<1, -1<y<1, (a=2).



A.2 Buffons Problem

A.2 Buffons Problem

Auf eine Fliche mit parallelen Linien (Abstand d) werden Nadeln der Linge L geworfen. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel die Linie schneidet?

. L - 2
=sma =y = 35sinoa

N\h‘@

e b
]

N

Abbildung A.2: Skizze

Praktischer Versuch:

Erzeuge Zufallszahlen: 0 < z < %, 0 < a < 7 alle gleich wahrscheinlich. Dann ist

Nadel schneidet Linie & x <y = %sin a.

d
o]
P(, Treffer®) =
., Fliche unterhalb % -sina* / ,Fliche gesamt®
" L sin ade
_J, zsina _ L (_ T _ 2L
- %7{ — wd ( COSO(|O> — wd
U 05 1 15 2 25 ER
Abbildung A.3: Die Funktion £ -sina fiir
L<d

Im Spezialfall L = d hat man P(,, Treffer”) = %

Praktischer Versuch:

Werfen einer Nadel und Zéhlen der relativen Haufigkeit i der Treffer. Dann gilt 7 = %
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Anhang B

AUFGABEN

Aufgabe 1 Ein Wiirfel wird zweimal geworfen. Man berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender
Ereignisse:

o yzwet gleiche Augenzahlen®
: y2wet verschiedene Augenzahlen®

: ,genau ein Wurf ergibt Augenzahl 2%

A

B

C

D: ,wenigstens ein Wurf ergibt Augenzahl 2¢

E: erster oder zweiter Wurf ergibt Augenzahl 6
F: Augensumme ist gerade oder durch 3 teilbar®
G

o y2Augensumme ist gerade unddurch 3 teilbar

Aufgabe 2 Fine Minze wird viermal geworfen. Man berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender
Ereignisse:

A: ,mindesten einmal K
genau einmal K

wbeim zweiten oder dritten Wurf K“

S QB

wnicht mehr als einmal K“

E: jedes Symbol K und Z wenigstens zweimal“

Aufgabe 3 Aus einem Kartenspiel mit 52 Karten wird eine Karte gezogen. Wie grof$ ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Karte ein As, ein Konig oder Herz ist?

Aufgabe 4 Aus der Menge der ersten 100 natiirlichen Zahlen wir zufillig eine Zahl ausgewdhlt.
Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gewdhlte Zahl durch 4 oder durch 6 teilbar ist?

Aufgabe 5 Friher war ein Spiel mit drei Wiirfeln unter dem Spiel ,Kndchelspiel“ bekannt, bei
dem es darauf ankam, beim Werfen der drei Wiirfel mehr als 10 Augen zu werfen. Wie grofs ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir?

Aufgabe 6 Beim Schafkopf werden 32 Karten auf 4 Spieler gleichmdfig verteilt. Wie viele ver-
schiedene Spiele kann ein Spieler erhalten?

Aufgabe 7 Bei einer Gesellschaft treffen sich m Personen. Jede driickt der anderen die Hand.
Wie viele Hindedriicke gibt es?

Aufgabe 8 Aus 6 Personen, die bei einer Wahl gleiche Stimmenzahl erhielten, werden 4 durch
Los in den Vorstand gewdhlt. Wie grofs ist die Chance jedes einzelnen?

Aufgabe 9 Auf einer Speisekarte stehen 3 Vorspeisen, 4 Hauptspeisen und 6 Nachspeisen. Wie-
viele verschiedene Meniis mit Vor-, Haupt- und Nachspeise gibt es?
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Aufgabe 10 Gegeben sind die Ziffern 1,2,3,4,5,6.

(i) Wieuviele 6stellige Zahlen lassen sich bilden, wenn jede Ziffer einer Zahl nur einmal auftreten
soll?

(i) Wieviele 3stellige Zahlen lassen sich auf dieselbe Art bilden?

(1ii) Simtliche Gstellige Zahlen aus (i) seien aufsteigend der Grifle nach geordnet. An welcher
Stelle steht die kleinste Zahl, die mit 4 beginnt?

n n n+1
(k)+(k+1>_(k+1> 1y € No

Aufgabe 12 Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim Schafkopf weder einen Unter noch einen
Ober zu bekommen?

Aufgabe 11 Man beweise:

Aufgabe 13 Wieviele 6stellige Zahlen gibt es, die die Eins einmal, die Zwei zweimal und die Drei
dreimal enthalten?

Aufgabe 14 Fin Kartenspiel bestehe aus 32 Karten. Jeder der 4 Spieler erhdlt 8 Karten. Man
berechne die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

A: Jeder Spieler bekommt ein As
B: Ein bestimmter Spieler bekommt lauter Herz

C: Ein beliebiger Spieler bekommt lauter Herz

Aufgabe 15 Von 5 Personen merke sich jede eine der Ziffern 0,1,2,...,9. Wie grofs ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich mindestens zwei Personen dieselbe Zahl merken?

Aufgabe 16 Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Zahlenlotto ,6 aus 49“
A: nur gerade Zahlen
B: nur ungerade Zahlen

gezogen werden?

Aufgabe 17 Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich beim Zahlenlotto ,6 aus 49 bei zwei
aufeinanderfolgenden Ziehungen

A: alle 6 Zahlen wiederholen?
B: genau 4 Zahlen wiederholen?

C: keine der Zahlen wiederholt?

Aufgabe 18 Fin Laplace- Wiirfel wird 4 Mal geworfen. Man berechne die Wahrscheinlichkeit fol-
gender Ereignisse:

A: 8 Mal eine Fins, 1 Mal eine Zwei
genau 3 Mal eine Eins
genau 3 Mal gleiche Augenzahl

beim 1. Wurf eine Fins, beim 2. und 3. Wurf eine Zwei und beim 4. Wurf eine Drei

SEESTIEN

es erscheint genau 1 Mal eine Eins, 2 Mal eine Zwei und 1 Mal eine Drei
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F: Augensumme < 22
G: alle 4 Augenzahlen verschieden

H: mindesten 2 Augenzahlen gleich

Aufgabe 19 Fine Urne enthdlt 11 Kugeln, von denen 4 schwarz und 7 weiff sind. Der Urne
werden 5 Kugeln entnommen

(i) auf einmal
(i) nacheinander mit Zuriicklegen

. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, 2 schwarze und 3 weifle Kugeln zu ziehen?

Aufgabe 20 Ein Wiirfel wird 5 Mal geworfen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, genau 2 Mal
eine Sechs zu werfen?

Aufgabe 21 Fine Urne enthdlt 16 Kugeln, von denen 6 schwarz und 10 weif§ sind. Der Urne wer-
den nacheinander 3 Kugeln ohne Zuriicklegen entnommen. Man berechne die Wahrscheinlichkeit
unter Verwendung eines Ereignisbaumes:

A: Alle 8 Kugeln sind weifs.
B: 2 Kugeln sind weif, 1 schwarz.
C: 1 Kugel ist weifs, 2 schwarz.

D: Alle Kugeln sind schwarz.

Aufgabe 22 Bei einer Untersuchung bezeichne D: Patient ist an Diabetis erkrankt, M: Patient
ist mannlich, W=M : Patient ist weiblich.

Das Untersuchungsergebnis war (in Anteilen): ‘ M 1%
D | 0.04 0.01
Man berechne Dl os6 039

A: die Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient an Diabetis erkrankt ist.
B: die Wahrscheinlichkeit, fiir Diabetis unter mdnnlichen Patienten.

C: die Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient mdnnlich ist, wenn Diabetis vorliegt.

Aufgabe 23 Bei der Ubertragung der Zeichen ,Punkt® und ,Strich® in einem Fernmeldesystem
werden stérungsbedingt im Mittel 5% der gesendeten Punkte als Striche und 3% der gesendeten
Striche als Punkte empfangen. Das Verhdltnis von gesendeten Punkten zu gesendeten Strichen ist
3:5. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Zeichen korrekt empfangen wurden, wenn

(i) Punkt
(i) Strich
empfangen wurde?

Aufgabe 24 Fine Urne I enthdlt 4 weifle und 2 schwarze Kugeln, eine Urne II enthdlt 1 weifle
und 5 schwarze Kugeln. Zuerst wird eine Urne ausgewdhlt, und dann aus der Urne eine Kugel
gezogen. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass

(i) eine weifle Kugel aus Urne I stammt?
(i) eine weiffe Kugel aus Urne II stammt?

(i1i) eine schwarze Kugel aus Urne I stammt?
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(iv) eine schwarze Kugel aus Urne II stammt?

Aufgabe 25 In einer Urne befinden sich 12 Kugeln mit den Nummern 1,2,3,...,12. Fine Kugel
wird zufillig gezogen. Als Ergebnisraum verwende man = {1,2,3,...,12}. Sind die Ereignisse

A={1,2,3,4,5,6} und B = {1,4,7,10} unabhdingig?

Aufgabe 26 Sei Q) ={1,2,3,...,30} und P({i}) = % fiir allei =1,2,3,...,30. Man zeige, dass
die Ereignisse

Ts: i ist durch 2 teilbar®
T3: i 1st durch 3 teilbar®
Ts: i ist durch 5 teilbar®

unabhdngig sind.

Aufgabe 27 In einer Massenproduktion werden Schrauben hergestellt. Eine Schraube wird zufillig
herausgegriffen. Erfahrungsgemdf ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerhafte Schraube 0.1 und
fiir eine fehlerhafte Mutter 0.05. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass Schraubenkopf und
Schraubenmutter zusammenpassen, wenn sie unabhdngig hergestellt werden?

Aufgabe 28 Fine Miinze wird solange geworfen, bis eine der Seiten zum zweiten Mal erscheint.
Man gebe einen geeigneten Ereignisbaum an. X sei dieAnzahl der Wiirfe. Man berechne die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von X und zeichne ein Diagramm fir die Verteilung.

Aufgabe 29 Drei Kugeln werden zufillig auf 3 Kdsten verteilt. X sei die Anzahl der leeren Kisten,
Y die Anzahl der Kugeln im ersten Kasten. Sind X und Y unabhdngig?

Aufgabe 30 Fine Urne enthdlt 10 Kugeln mit den Nummern 1,2,3,...,10. Eine Kugel wird zufillig
gezogen. X sei die darauf verzeichnete Zahl. Man berechne EX. Nun werden 2 Kugeln mit Zuriick-
legen gezogen. Y bezeichne das Maximum der Zahlen. Man berechne EY.

A

Abbildung B.1: Spielautomat

Aufgabe 31 FEin Spielautomat mit zwei Scheiben, deren 10 kongruente Kreisausschnitte mit den
Nummern 0 bis 9 nach dem Drehen zufillig stehenbleiben, schiittet folgende Gewinne aus:

5 €, fall 2 Mal die 0 im Fenster steht.

2 €, wenn irgendein anderes Paar gleicher Zahlen auftritt.

0.50 €, falls einmal die 0 auftritt.
In allen anderen Fillen geht der Einsatz verloren.

(i) Man berechne den Erwartungswert der Ausschiittung

(ii) Ist der Finsatz von 0.50 € fiir den Automatenbetreiber rentabel?
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Aufgabe 32 Bei einem Gliicksspiel werden zwei Wiirfel geworfen. Als Gewinn erhdilt man soviel
€, wie das Produkt der beiden erzielten Augenzahlen ergibt. Wie groff muss der Einsatz sein, dass
das Spiel fair ist?

Aufgabe 33 Eine Minze wir solange geworfen, bis zum ersten Mal K erscheint. Wie oft muss
man durchschnittlich werfen?

Aufgabe 34 FEine Zufallsgrofie X nimmt die Werte +a jeweils mit der Wahrscheinlichkeit % an.
Man berechne Var X.

Aufgabe 35 Bei einem Lotteriespiel kostet das Los 1 €. Es werden 1000 Lose verkauft, darunter
899 Nieten. Bei 50 Losen erhdlt man 5 €, bei weiteren 50 Losen je 1 € und bei einem Los 200 €.

(i) Man berechne den Erwartungswert der Ausschiittung pro Los.
(i) Welchen durchschnittlichen Gewinn kann der Lotteriebetreiber pro Los erwarten?
(i) Man berechne die Varianz der Ausschiittung.

Aufgabe 36 Aus den Zahlen 1,2,3,...,n wird zufdllig eine Zahl ausgewdhlt. X bezeichne die aus-
gewdhlte Zahl. Man berechne

(i) EX

(i) Var X
Aufgabe 37 Eine Zufallsgrifie X hat den Erwartungswert p = 5 und die Varianz o = 4. Man
gebe eine untere Schranke fir die Wahrscheinlichkeit P (|X — 5| < 3) an. Man schditze mittels der

Ungleichung von Tschebyschew ab, wie grofi ¢ mindestens sein muss, dass P (|X —5| <¢) > 0.9
gilt.

Aufgabe 38 Sei X die Augenzahl beim Werfen eines Wiirfels. Man berechne P (| X — p] < 2.5) (u:

Erwartungswert von X). Welche Abschitzung liefert die Tschebyschew-Ungleichung fir P (| X — p] < 2.5)%

Aufgabe 39 Bei der automatischen Herstellung von Stahlbolzen wird ein Durchmesser von 4.5
mm, verlangt, wobei Abweichungen von 0.2 mm zulissig sind. Eine Uberprifung ergab fir den Er-
wartungswert 4.5 mm und fir die Standardabweichung o = 0.08 mm. Mit welchem Ausschussanteil
muss hochstens gerechnet werden?

Aufgabe 40 Die Lebensdauer X bestimmiter Lampen schwank mit einer Standardabweichung von
o =10 um den Erwartungswert p = 150 (Angaben in Stunden). Mit welcher Mindestwahrschein-
lichkeit ergibt eine Zufallsauswahl von 4 Lampen eine mittlere Lebensdauer zwischen 130 und 170
Stunden? Mit welcher Mindestwahrscheinlichkeit kann bei 16 Lampen mit einer Gesamtlebensdauer
zwischen 2240 und 2560 Stunden gerechnet werden?

Aufgabe 41 Fir die Brenndauer X einer Glihlampenserie kann die Standardabweichung o < 100
angenommen werden (in Stunden). Wie viele Lampen miissen mindestens getestet werden, damit
der arithmetische Mittelwert der Brenndauer mit einer Wahrscheinlichkeit von wenigsten 95% um
weniger als 50 Stunden vom Erwartungswert abweicht?

Aufgabe 42 In einem wdéchentlich durchgefiihrten Lottospiel werden je 1000 Lose verkauft mit
950 Nieten. Bei 40 Losen erhdlt man je 3 €, bei 9 Losen je 6 € und bei einem Los 201 €. Sei X
die Bankauszahlung pro Los. Man berechne EX und Var X. Nach wieviel Spielen unterscheidet sich
das arithmetische Mittel der wichentlichen Bankauszahlunge pro Los mit einer Wahrscheinlichkeit
von 90% um héchsten 0.50 € vom Erwartungswert der Auszahlung?

Aufgabe 43 Fin gezinkter Wiirfel besitzt folgende Wahrscheinlichkeiten fiir die Augenzahl X:

x | 2 3 4 5 6

1
P(X=ux) | 01 015 0.15 0.15 0.15 0.3

Man berechne EX und Var X.
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Aufgabe 44 FEin regelmdfliges Tetraeder trdgt auf seinen vier Seiten die Zahlen 1,2,3,4. Nach
einem Wurf gilt diejenige Zahl auf der unten liegenden Fliche als geworfen. Das Tetraeder wird
dreimal geworfen.

(i) Man gebe einen geeigneten Ereignisraum an.
(ii) Man berechne die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:
A: Die Augenzahl ist jedesmal 1.

B: Die Augenzahl 1 kommt genau zweimal vor.
C: Mindestens zwei Augenzahlen sind gleich.

D: Jede der Augenzahlen 1,2,8 erschein genau einmal.

(ii) Wie oft muss das Tetraeder geworfen werden, um mit einer Mindestwahrscheinlichkeit von
90% wenigstens einmal die Augenzahl 4 zu erhalten?

Aufgabe 45 Fin Wiirfel wird sechsmal geworfen. Man berechne folgende Wahrscheinlichkeiten:
A: genau 1 Sechser

B: mindestens 1 Sechser

C: hdéchstens 1 Sechser

Aufgabe 46 FEin serienmdfSig hergestelltes Gerdt besteht aus n=5 Teilen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Teil nicht funktioniert, sei fiir alle Teile gleich p=0.03. Die Fehlerhaftigkeit der Teile sei
unabhdingig voneinander. Das Gerdt ist funktionsuntiichtig, wenn mindestens ein Teil defekt ist.
Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Gerdt nicht funktioniert? Was ergibt sich fiir n=10000
und p=0.0003 (Erklirungsversuch fir das Versagen grofler technischer Anlagen)

Aufgabe 47 Was ist wahrscheinlicher bei einem Massenartikel mit 5% Ausschussanteil:
(A) Kein defektes unter 10 Sticken?
(B) Héchstens ein defektes unter 20 Sticken?

Aufgabe 48 Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Gliicksspiel zu gewinnen, sei 10%. Wie viele Spiele
miissen gespielt werden, um mit einer Mindestwahrscheinlichkeit von 90% wenigstens eine Partie
zu gewinnen?

Aufgabe 49 Ein Wiirfel wird solange geworfen, bis zum ersten Mal Augenzahl 6 erscheint, hochs-
tens aber sechsmal.

Man zeichne den Ereignisbaum des Fxperiments.

Man berechne folgende Wahrscheinlichkeiten:

A: Genau beim 6. Wurf ein Sechser.
B: Keinmal 6.

C: Friihestens beim 5. Wurf ein Sechser.

Aufgabe 50 Wieviele Spieler miissen sich beim Pferdelotto .4 aus 18“ beteiligen, dass bei einer
Mindeswahrscheinlichkeit von 99% wenigstens ein Haupttreffer erzielt wird?

(Haupttreffer: Vier Richtige beim zufilligen Ankreuzen von vier Zahlen aus der Menge {1,2,3,...,18})

Wieviele Spieler miissen sich beteiligen, dass bei gleicher Mindestwahrscheinlichkeit wenigstens ein
,Dreier® (3 Richtige) erzielt wird?

Aufgabe 51 FEine Fabrik gibt den Ausschussanteil bei der Produktion elektrischer Sicherungen mit
1% an. Der Kiufer einer Groflieferung entnimmt eine Stichprobe von 100 Stiick und entscheidet
nach folgendem Plan: Sind unter den 100 Priifstiicken mehr als zwei defekt wird die Lieferung
zuriickgewiesen. Sonst wird sie angenommen.
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(i) Wie grofd ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Lieferung zurickgewiesen wird, obwohl der
Ausschussanteil der Angabe entspricht?

(ii) Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Lieferungangenommen wird, obwohl der Aus-
schussanteil in Wirklichkeit 5% ist?

Aufgabe 52 Die Wahrscheinlichkeit einer Mdadchengeburt werde mit p = % angenommen. Wie
grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Familie mit 6 Kindern

(i) lauter Mddchen

(i) héchstens 3 Mddchen
(iii) mindestens 1 Mdadchen
hat?

Aufgabe 53 In einer Urne befinden sich 1000 Kugeln, darunter 200 weifle. Es wird 400 Mal einer
Kugel mit Zuriicklegen gezogen. Man gebe eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass
mindestens 40 Mal und héchsten 120 Mal eine weiffe Kugel gezogen wird.

Aufgabe 54 Wie oft muss man mindestens Wiirfeln, dass die relative Hiufigkeit fiir das Werfen
einer Sechs mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 80% um weniger als 0.01 von % abweicht?

Aufgabe 55 In einer Urne befinden sich 1000 Kugeln, darunter 200 weifle. Es wird 1000 Mal
eine Kugel mit Zuriicklegen gezogen. In welchem Intervall liegt mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 90% die Anzahl der gezogenen weifien Kugeln?

Aufgabe 56 Bei der Herstellung von Transistoren sind erfahrungsgemdfs 0.5% der Stiicke feh-
lerhaft. Wie grofi ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer 1000-Stick-Packung mehr als zwei
fehlerhafte Transistoren sind (Man verwende die Poisson-Niherung)?

Aufgabe 57 Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass von 5000 StudentInnen mehr als 5 am
1. Januar Geburtstag haben (Annahme p = 55=).

Aufgabe 58 FEine Fernsprechauskunft erhdlt wihrend der Hauptbetriebszeit durchschnittlich 300
Anrufe pro Stunde. Mazimal 10 Auskiinfte pro Minute konnen gegeben werden. Man berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass wihrend einer Minute der Hauptbetriebszeit die Stelle iberlastet ist (d.h.,
dass mehr Anrufe eingehen, als bewdltigt werden konnen).

Aufgabe 59 Fine Lotterie verkauft 10000 Lose mit 100 Gewinnen. Wie viele Lose muss man
kaufen, damit die Wahrscheinlichkeit fiir wenigstens einen Treffer grofier als 50% ist?

Aufgabe 60 Fine Maschine produziert Massenartikel mit Ausschussanteil 1%. Man berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass in einer 100-Stick-Packung hiochstens 2 defekte Stiicke enthalten sind,
und zwar

(i) exakt
(ii) niherungsweise (Poisson)

Aufgabe 61 Man berechne

(i) mit dem Larson-Nomogramm
(i) mittels Laplace-Niherung
(i43) mittels der Tabelle



Aufgabe 62 Mit einem Wiirfel wird 1200 Mal geworfen. Man berechne die Wahrscheinlichkeit,
genau 180 Sechserwiirfe zu machen

(i) mit Hilfe der Funktion ¢
(i) mit Hilfe der Funktion ®

Aufgabe 63 Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine der Produktion zufillig entnommene Glihlam-
pe defekt ist, sei p=0.1. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass von 100 zufillig ausgewdhlten
Glithlampen héchstens 16 unbrauchbar sind

(i) mit dem Larson-Nomogramm
(i) mittels Laplace-Niherung

Aufgabe 64 Fin Wiirfel wird 1200 Mal geworfen. Die Augenzahl 6 gelte als Treffer. X sei die
Anzahl der Treffer. Man berechne P (180 < X < 220).

Aufgabe 65 FEine Miinze wird 4000 Mal geworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Trefferzahl von ,Kopf* wm nicht mehr als 30 vom Erwartungwert abweicht?

Aufgabe 66 Fin Wiirfel wird 1200 Mal geworfen. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die

relative Héaufigkeit der geworfenen Sechsen sich um hdchstens 1% von % unterscheidet?

Aufgabe 67 In einer Urne sind eine schwarze unf 5 weifle Kugeln. Bei wieviel Ziehungen einer
Kugel mit Zuriicklegen darf man mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% erwarten, dass die Zahl
der gezogenen weiflen Kugeln um hdchsten 15 vom Erwartungswert abweicht?

Aufgabe 68 Wie oft muss man wiirfeln, damit die relative Trefferhdufigkeit der Augenzahl ,,Sechs*

von % um héchsten 1% abweicht bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95%

Aufgabe 69 Fine Miinze wird 4000 Mal geworfen. Bestimmen Sie das Interval [n — ¢, pn+ ¢], in
dem die Anzahl der geworfenen Wappen mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 50% liegt.

Aufgabe 70 Welche Versuchszahl ist erforderlich, damit die relative Trefferhdufigkeit von der
unbekannten Trefferwahrscheinlichkeit um weniger als ein Tausendsdel abweicht bei einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 99%%

Aufgabe 71 Bei einem Zufallsexperiment nehme die Zufallsgrofie X die Werte 1 und 2 mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit an. Das FExperiment wird zweimal unabhdingig durchgefithrt. Man zeige,
dass U = max(X1, X2) kein erwartungstreuer Schétzer fir den Mittelwert p von X ist.

| 0

E

Aufgabe 72 Die Zufallsgrifie X hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung ;(X—x)

wing ~

Es wird eine Stichprobe vom Umfang n = 3 durchgefiihrt. Man bestimme die Wahrscheinlichkeits-
verteilung des Stichprobenmittels X, der Stichprobenvarianz S? und der Stichprobenstandardabwei-
chung S. Man berechne E(X), E(S?) und E(S).

Aufgabe 73 FEs soll untersucht werden, ob sich im Laufe des Studiums das Gewicht der Studie-
renden verdndert. Das Durchschnittsgewicht im 1. Semester betrdagt 75 kg. 30 Studenten im 8.
Semester werden gewogen. Als Messreihe ergab sich (in kg):

72, 73, 92, 69, 83, 84, 710, 59, 64, 88, 82, 12, 1, 70, 18, 82, 82, 65, 64, 50, 69, 80, 81, 69, 76,
72, 71, 70, 69, 70

Man berechne den Mittelwert & der Stichprobe. Man teste die Hypothese & = 75 bei einer Sicher-
heitswahrscheinlichkeit von 95%.

Aufgrund fritherer Messugen kann von einer Standardabweichung o = 8 ausgegangen werden.
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Aufgabe 74 Dieselbe Aufgabe wie vorher (siehe Aufgabe 73). Jetzt allerdings unter der Annahme,
dass o unbekannt ist (Die Gewichtsverteilung der Studenten wird als normalverteilt angenommen,).



Anhang C

LOSUNGSVORSCHLAGE

Lésung 1 Q= { (1,1) (1,2) ... (1,6) , 19 =36
1 . 6)

P(A) =55 =3

P(B) =1—-P(A)=23
P(C) =5 = 15
P(D) = 5

P(E) = &

Fiir F sind die Augensummen 2,3,4,6,8,9,10,12, fir G die Summen 6,12

2 (1,1)
3 (1,2),(2,1)
4 (1,3),(2,2),(3,1)
6 (175)7(274)7(373)7(4’2)7(571)
8 (2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)
9 (3,6),(4,5),(5,4),(6,3)
10 (4,6), (5,5), (6,4)
12 : (6,6)
P =3 =3
P@) = =1

Losung 2 Q = {KKKK KKKZ KKZK KKZZ,KZKK,KZKZ KZZK,KZ7ZZ,ZKKK,
ZKKZ,ZKZK,ZKZZ,7ZKK,ZZKZ,222K, 2227}

P(A) =18
P(B) = £ =1
P(C) =% =3

P(D) = P(B)+ P({2227Z}) = &
PE)=L =2
Lésung 3 P ({ Konig oder As oder Herz }) = 12

Losung 4 Sei Ty: ,Zahl durch 4 teilbar®

Ts: ,Zahl durch 6 teilbar”
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Tye: ,Zahl durch 4 oder 6 teilbar®
T, =1{4,8,12,...,96,100} = |T4] = 25
Ts ={6,12,18,...,88,96} = |Ts| = 16

Tyo=P(TyUTs) = P(Ty) + P(Ts) — P(TuNTp) = * 2 + 16 8. = 38

Lésung 5 Bezeichne S die Augensumme der 3 Wiirfel. Als Ergebnis wird gesucht: A = {w € Q: S > 11}

S| 8 4 5 6 ... 10|11 ... 15 16 17 18
111 112 113 66/ 665 G666
121 131 646 656
211 122 655 566
212 565
221 556
311 466

Da die Tabelle symmetrisch ist, ist P(A) = P(A) =

SIS

Lésung 6 Q| = (%) = 10518300

Losung 7 |Q] = (Z’) — m(vz—l)

Losung 8 Seien die Personen mit 1,2,3,4,5,6 nummeriert.

>~ W N
LW DN =
S W N =
U N
[« I SN N
[N B N
U s W
D= W=
S Ot W =
23S, Ty
QU W N
D= W N
S Ot W N
[S2 RN, TN (V)
S UL W

Sei A = “Person 1 wird gewdhlt“

Losung 9 2] =3-4-5="72

Lésung 10

(i) 19] = 6! = 720
(ii) |9 =6-5-4 =120

(iti) Die Zahlen sind so geordnet: 123456, 123465, 123546, . ... Sei k die kleinste Zahl. Alle vor-
ausgegangenen Zahlen beginnen mit 1,2 oder 8 (3 Mdaglichkeiten) und haben beliebige restliche
5 Stellen (5! Méglichkeiten). Damit gehen der Zahl k 3 - 5! Zahlen voraus. Das sind 360. =
Die Zahl k steht an 361. Stelle.

*TyNTe = {12,24,...,96} = T4 N Ts| = 8
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Lésung 11

k+1)  (k+D!(n+1—(k+1))
nln+1—k+k)
G+tDn+1—Fk—1)
nl(k+1) nl(n — k)
G+ D)ln—k)! " (k+1)(n— k)
n! n!

Mo k) T e D=k 1)

- (Z)+ (kzil)

(n—i—l) - (n+1)!

O
Losung 12 A = ,jweder Unter noch Ober*
O ={{k1,..., ks}, ki €{1,2,...,32}} (Karten durchnummeriert) = || = (382)
A={{k1,...,ks} ki € {1,2,...,32}\ {Unter, Ober}} = |A| = (%)
24 2

= P(4) = i = 382 — S ~ 007
Losung 13 Q] = (?) (g) (g) = % = 2%, = 60 = 60 verschiedene Zahlen.
Losung 14 Q= {({k‘l, ey kig} s {]{,‘9, ey klﬁ} s {k17, ey k24} , {k25, ey kigg}) ki € {1, ey 32}}
=9 = (382) (284) (186) (2) = 8!'24?!)~28!i-2141(5!£~186!!~'838!!'8!~0! = %

_(4) (28) (3 (21) (2) (14) (1) (7) _ 41-281-31.211.21.141.11.7! _ 2814 _28141.(8)*
Al = (1) (7)) ) Q) () () () = trarmmsiritgi b rorre = 2(5;!)4 = P(A) = (Tni-320 —

4-3-2.8*
~ 0.11

32-31-30-29

. 4 .
|B| = (2) (284) (186) (2) = 8!-2146!!.4186!{81 = (2?1)!3 = P(B) = ?g!l)g:?zl = 2;% ~ 0.000000095

IC| =4-|B| = P(C) = 4- P(B) ~ 0.00000038

Losung 15 Q = {(ky,...ks); k; € {0,1,...,9}} = |Q| = 10°
A = ,mindestens zwei Personen gleiche Ziffer*
A = ,alle geworfenen Ziffern verschieden® = ’Z’ = 15—0!!

— L
= P(A) =1—P(A) =1— 5% ~ 0.70
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Losung 16 Q = {(k1,...ke);k; € {0,1,...,49}} = |Q| =

_241.61-43! _ 241431 _ 24.23...-19 .
= P(4) = 61840 = Tsidor — 1o.as a1 ~ 0-0096

_251.61-43! _ 2511431 _ 25.24....-20
= P(B) = oriordor — Tordor — d9.4s a1 ~ 0.013

Losung 17 Q wie vorher

|A\:1¢P(A):(}7):m

Bl = (1)(3) = P(B) = #f5i5iar o ~ 0.00097

43 18100431 _ 434238
1Ol = (%) = P(C) = &ismraor = 1045 ~0.44

(¥)

Losung 18 Q = {(ki, ko, ks, ka); ki € {1,2,...,6}}, |2 = 6* = 1296

Al =4= P(A) = 55 = 53

|B|=5-4= P(B) =5- P(A) ~ 0.015
IC|=6-|B| = P(C) =6- P(B) ~ 0.092

|D|=1= P(D) = 1355

|E|=4-3= P(E) = 12 = 1a5

F= ,,Augensumme grofier als 22 = {(6665), (6656), (6566), (5666), (6666)} =

~ 0.996

|F|=5=P(F)=1-P(F)=1- 35

|G| =6-5-4-3= P(G) = £2 ~0.28

P(H)=1-P(G) ~0.72

Losung 19 N=11, S=4, n=5, s=2

(i) Px=2) =GR - sasa ~ o045

(it) PLX =2)= () ()" (%)3 - * ~ 034

Loésung 20 N=6, S=1, n=5, s=2

P(X =2)= (g) (%)2 (%)3 = 2'5'3' o ~ 0.16
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s s )
S
O X

0375 “osz W

O _
5
0.625 5 ’/Qﬁj,—,o

Abbildung C.1: Ereignisbaum Loésung 21

Losung 21 P(A;)=13. 3.8 ~021

_6.10,9 .10 6 9 ,10 9 6 6910

P(A2) 16 15 14 + 16 15 14 + 16 15 14 3 14-15-16 ~ 0.48
_ 6.5 .10, 6 10 5 .10 6 5 _g, 6510

P(AS) 16 15 14 + 16 15 14 + 16 15 14 3 14-15-16 ~ 027

P(Ay) =L 2 4 ~0.036
Lésung 22
P(A) =0.05
P(MND
P(B) PGP = G% ~0.067

=

P(C) EE52 = 58

olo
=}
ot

=0.8

Loésung 23

(i) P(Punkt empfangen, falls Punkt gesendet) = 0.95
(i) P(Strich empfangen, falls Strich gesendet) = 0.97

Andere Maglichkeit:

) 2.0.95
(i) P = go.szrgo.os =095
(ii) P= 229 _ 097

2-0.97+50.05
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Funkt empfangen

Funkt :

O

£

/D\{ ich empfangen

Furkt émpfangen

O

0.E25 ; O
\%h /u}i
\Eﬁg

ich empfangen

O

Abbildung C.2: Ereignisbaum Loésung 23

Losung 24

I: Urne I wird ausgewdhlt
II: Urne II wird ausgewdhlt
W: Kugel ist weif

S: Kugel ist schwarz

; _ PI)-P(W]|I) _ 3% _ 3 _

(i) PU|W) = P(D)-PW|D)+PUD)-P(WIIT) — %.%ﬁ’%% = % =038

3y B P(IT)-P(W|II) . 3E 5 _
(it) P(II|W) = P(II)-P(E/V\II)+P‘(I)<P(W\I) =11z =5 =02
P(I)-P(S|I 1.2 2 2
(iii) P(I|S) = P(I)~P(S|(I))+P((I|I))-P(S|II) = %%Qfgg = % =7~029

(iv) P(I11|S) =2 ~0.71

Lésung 25
P(AnB)=P({1,4}) = %

.4 1
276

Sl
-

= A, B unabhdngig

Losung 26

P(TyNT3) = P({6,12,...,30}) =
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P(T>NTs) = P ({10,20,30}) = 15; P(T2)P(T5) = % - t+ = 15
P(T3NTs) = P({15,30}) = §; P(T3)P(T5) = 5 - § = 15

P(ToNT3NTs) = 55; P(T2)P(T3)P(T5) = 5 - - 1 = 55

= T5,T5,T5 unabhdngig
Lésung 27 P(Kopf passt und Mutter passt) = P(Kopf passt)P(Mutter passt) = 0.9 -0.95 = 0.855

Losung 28 Q= {KK,ZZ, KZK,KZZ,ZKK,ZKZ}

z | P(X =x)
7
I
2
Lésung 29
v | PX=z)|y|PY=y)
[§] 8
"R e
1 ? 1 %
2| 5 2 ?
I\ 7

X und Y sind abhdngig. Fs gilt etwa

P(X=0undY =0)=0, P(X =0)P(Y =0) = & - £ #0

Losung 30 EX =1-15+2 - 15+...+10- 5= 5(1+2+...+10) =3 =55

y |PY=y) |y-PY =y
T T
100 100
PR =
100 100
7 15
100 100
VR 28
100 100
5o 15
100 100
G 1L 66
100 100
7 I T
100 100
g | 1o 120
100 100
g | 1T 153
1 159
10 | 7a5 100
> 01 Lot
100
= FY =7.15
Lésung 31

(i) Sei X die Ausschiittung pro Spiel
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x PX=z) |z PX =2
5 L 5
100 100
2 9 18
11080 190
0-5 ]7720 m
’ 100 032
EX =0.32

(i) Ist Y der Reingewinn des Automatenbesitzers, so gilt Y = 0.50 — X = E(0.5 - X) = 0.5 —
EX =0.18 = Spiel rentabel

Losung 32 Q = {11,12,13,...,66}; |Q2| = 36, X: Produkt der beiden Augenzahlen

x | P(X=2z)|z PX=x)
1 L L
326 346
I | 3 36
4 3 12
1
5 | 35 B
6 4 24
¥ 7
Yo i
I i
e b
s -
e b
)
25 i a6
30 86 50
36 | 35 %1

Durchschnittliche Auszahlung pro Spiel = 12.25 €= FEinsatz fiir faires Spiel.

Lésung 33 Q={K,ZK,ZZK,ZZZK, ...}, X: Anzahl der Wiirfe

z | PX=2z) |z - PX=x
1 1 1.1
1 1
i 2‘%
J | § 3-§

3
—
Do ||
N—1

3

S
]
Do ||
N—1

3

s

gesucht:



generell gilt (Taylor!)

- 1
Zm"zifﬁr lz] <1
11—z

n=0

/
=1+ = (i) =Y n-ath = -2

[

12:2

-9

= Yolan- (3) =3 Sn (3)" =

N

also EX = 2 (durchschnittliche Zahl von Wiirfen)

(Man kann auf die Zahl auch kommen, indem man mit dem Taschenrechner die ersten 10-15
Summanden aufsummiert (schnelle Konvergenz))

Losung 34 EX =3 -a+3-(—a)=0= Var X = E(X?) = a*> + ;a® = a?

Lésung 35

(i) X: Ausschiittung

x PX=xz) |z-PX=x)
T 200
200 | 1500 1000
5 0 25
1000 1000
1 0 5
1000 1000
0 | 000 0
> 11 2
EX= 0.50 €

(i) Y: Gewinn pro Spiel fir den Betreiber

y P1(Y=y) y~11939(Y:y)
-199 | 1o ~ 1000
7 50 — 200
1%80 1000
0 =0 0
7 giicicn giicicn
1000 1000
> |1 3
EY= 0.50 €
(iii)
x? P(X?=2%) | 22 P(X? = 2?)
T
40000 om 40
25 i 1.25
1 % 0.05
0 2 0
S 1 41.3

Var X = E(X?) — (EX)? = 41.3 — 0.52 = 41.05
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Losung 36 X: ausgewdhlte Zahl

z | P(X=2) |z P(X=n2x) 2?2 | 22 P(X? = 2?)
1 I I 1 T
T pi F
2 m 4 |5
3 1 3 9 9
NESE T
n(n+1) 1 n+1
2|1 5w o
EX = nf!

2

E(XQ) _ % . 2221 k2 — 1. n(n+1)6(2n+1) _ (n+1)((32n+1)

n

Var X — E(Xg) _ (EX)Q _ (7L+1)é2n+1) _ (nzl)2 _ 2(2n2+n+2n+112)—3(n2+2n+1) _ n2151

Losung 37 P(|X -5/ <3)>1—-5=3
!
P(IX-5/<e¢)>1—%>09 falls 5 <01=c*>>40=c> 40
Losung 38 = 3.5; o2 = 354
P (|X5.5] <2.5) = P(X =1,2,3,4,5,6) = 1 Tschebyschew: P(|X — 3.5 <2.5) > 1—

35 _
12:(25)2
40 _ 8
== =15 = 0.53

Losung 39 P (|X —4.5/>0.2) < (0'_028)2 = (2%)2 = (0.4)% = 0.16. Ausschuss-Anteil héchstens
16%.
Lésung 40 P (‘Y — 150’ <20) > 1- ﬁ =1— 9% = 12 ~ 0.94 (=Mindestwahrscheinlichkeit)

P (2240 <% Xi< 2560) = P (140 < X <160) = P (|X —150] < 10) > 1 — (1%, = 18 ~
0.94

' !
Losung 41 P (|X — | <50) > 1 2% > 1— 4000 > 095 = 1~ 1 2095 = § <0.05=n >
ﬁ = 80 (=Mindestanzahl der Testlampen)

Losung 42
x o |3 |6 | 201
P(X=x) | 0.95| 0.04 | 0.009 | 0.001

EX =0-0.05+3-0.04+6-0.009 4+ 201 -0.001 = 0.375 Var X = E(X2) —0.3752 = 02-0.95 + 32 -
0.04 + 62 - 0.009 + 2012 - 0.001 — 0.3752 = 40.94

!
P(IX —p[ <05)>1— 285 >09= 5525 <0.1=n> 5565 ~ 1638

(Antwort nach 1638 Spielen)

Lésung 43 EX =0.1-140.15-2+40.15-34+0.15-440.15-5+0.3-6=0.140.15-14418 =4
Var X =0.1-1+0.15-440.15-9+0.15-16 + 0.15-25 + 0.3 - 36 — 42 =3

Losung 44 (i) Q = {(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4), (1,2,1),..., (4,4,4)} .|Q| = 43 = 64

(i) P(A) = (3)° ~ 0.016. P(B)

5 (1) (3) ~ 0.14. P(C) = 4- P(B) +4- (1) = 0.625.
P(D)=6-(1)® ~0.094.

I
—~
N w

tsiehe Vorlesung
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. . . 313 3313 3
(iii) P(mind. einmal 4) =1 — P(keinmal4) =1—(2)">09 = (3)"<01=n-In3 <In0.1 =

n > 1300715 = 8.0039 = 9 Mal werfen.

Losung 45 P(A) = (§) frac16 (2)° ~ 0.40.P(B) = 1 — (2)° ~ 0.67.P(C) = P(A) + (2)° ~ 0.74
Lésung 46 P =1—(1—0.03)° ~ 0.14 Fiir n=10000, p=0.0003: P = 1 — (1 —0.0003)'°9%° ~ (.95

Lésung 47 P(A) = (0.95)'° ~ 0.95.P(B) = (0.95)%° + () - 0.05 - (0.95)° ~ 0.74

Losung 48 1—(0.9)" > 0.9 = (0.9)" < 0.1 = n > {231 =21.8 = 22 Spicle.

Losung 49

P(A) = (2)° - 1 ~0.067. P(B) = (2)°~0.33. P(C) = (2)"- L+ (2)" - 1 + (3)° ~ 0.48

Abbildung C.3: Ereignisbaum Loésung 49

Andere Uberlegung: P(friihestens beim 5 Wurf Sechser) = P(beim 1. Wurf keine Sechs und beim
2. Wurf keine Sechs und beim 3. Wurf keine Sechs und beim 4. Wurf keine Sechs) = (%)4 ~ 0.48.

Lésung 50 P = (18) = go55- L= (5029)" > 0.99 = (3559)" < 0.01 = n > {2001 = 14089.5 =
3060

3060 3060 3060
14090 Spieler.

4\ (14
p= WO _ se g (300475 .99 - (3004)" < .01 =5 > 10O 2493 =

Fiir ,Dreier:
” 3060 3060 In 3002

250 Spieler.

Loésung 51

(i) P(Zuriickweisung) = P(X >2) =1— P(X <2) ~ %1 —0.935 = 0.065 (exakter Wert: 0.079)
(ii) P(Annahme) = P(X < 2) ~ 90.115 (ezakter Wert: 0.118)

Lésung 52

. 6 0
(i) P(X =6)=(g) (3)" (3) = g ~ 0016
(ii) P(X < 3)~10.68 (exakter Wert: 0.66)
(i) P(X >1)=1- P(X =0) ~ 1 - 0.016 = 0.984
Losung 53 P(40 < X < 120) = P(5 < 35< 1) = P(l55 — 3

4 —
1— 5 =1-0.04=0.96

§n=100, p=0.01, Larson
Tn=100, p=0.05, Larson
I Larson
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G:\»—l

5! 5
Losung 54 P (| — 1| <0.01) > 1 — 5785 > 0.8 = 5588— < 0.2 = n > 310% = 6944.4 also

n > 6945

O

n-

4 1
e 1 X 1 5L 4 4
Loésung 55 p = g,P (|—1000 — 5| < e) >1-— o000 > 0.9 = 550002 < 0.1 = ¢ > 3500 = € >

2 =0.04
also —0.04 < 1555 — £ < 0.04 = 0.16 < 7555 < 0.26 = 160 < X < 240
also zwischen 161 und 239 Kugeln mit 90% Sicherheit.

o=

Losung 56 P(X >2)=1- P(X <2)=*1—0.12 = 0.88 (exakter Wert: 0.875)
Lésung 57 P(X >5)=1— P(X <6) ~ 1 -0.0075 = 99.25

Losung 58 300 Anrufe / h = 5 Anrufe / min. = p = 5; P(X > 10) = P(X < 10) =~ #1-0.985 =
0.015 (exakter Wert: 0.0137)

Lésung 59 p = 155: P(X > 1) = 1— P(X = 0) ~ (Poisson) 1—‘6—?-6_“ =1-e">05=>eH"<
0.5=—p<In0.5=p>—-1n0.5=0.6931 = np > 0.6931 = n > 0.6931 - 100 = n > 70

Losung 60 P(X < 2) =n = 100,p = 0.01 = (*2°)0.01°0.99'%+(*%)0.01'0.99%°+(*5°) 0.0120.99%% =
0.92063 (ezxakt)

mit Poisson-Niherung: p=np=1= P(X <2)=e 1 +e !t + %e‘l = 2% = 0.91970
mit Thorndike-Diagramm: P(X < 2) ~ 0.92

Lésung 61 (i) 0.88
(ii) 0.8852
(iii) p=12.5;0% = ;0 = 2; P(X < 15) = § (12=122403) — ¢ (1.2) = 0.8849

Losung 62 p = 200;02 = 1200 ¢ - 2 = 166.66; 0 = 12.91

. _ _1 2
(i) P(X =180) ~ 357 ((i551") = 2a79(—155) = g7 - \/% ~em 319 % 0.0093

(ii) P(X =180) = @ (1805200405) _ @ (180-200-0-5) — @(—1.51) — ®(—1.59) = 0.0655—0.0559 =
0.0096

Losung 63 n = 100; 4 = 10;02 =100 & - 2 =9;0 = 3
(i) P(X <16) =0.98
(ii) P(X < 16) ~ ® (1&=10403) — ¢(2.17) ~ 0.985

Lésung 64 P(180 < X < 220) = P (|X — 200| §20)=n:100,p:éz2-q><m)—1=
12
2-®(1.59) — 1~ 0.89

Losung 65 P (|X — u| < 30) =n =4000,p = 3 ~ 2'(1)(\/%) —1=2-9(0.96) — 1 ~ 0.66
33

(F-sl<g) ~ 20 1= P(5-sl<) =2
1

)%2-@(’31()'12()(”()5) 1=2-®(1.59) — 1 = 0.89

Lésung 66 P (| X —pu|<c¢) = P
<
- \/1200-%-2

@ (12£22) —1 = P (| 1555 — 5

Lésung 67 P (| X —u| <15) =~ 2- <I>< .0 )1099é<1>(
\/ﬁz 16.15 = n = 260.9 = n = 261
**n = 1000, p = 0.005, 4 = np = 5, Thorndike

tn = 5000,p = = np &~ 13.7, Thorndike
HThorndike

_ 41.6 _
) = 0.995 = 118 = 2,575 =

sk

1
3657 H
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Losung 68 P (|X —p| <t) ~ 2. ¢ (2t05) — 1 »~ 2~(I>( in )
0.01y/n

P(f—é|go.01)z2-@<

1.96 - 100 -

5
25 = n > 1962

/1.5
66

5

36

5335.55 = n > 5336

>—1§0.95¢<1>(

V1pPq

36

(Die Ungleichung von Tschebyschew wiirde hier liefern: n > 27778)

Ldsung 69 P(|Xﬂ|§0)%2~¢(cff‘5)12~<1>(
0.75 =

Loésung 70 P(|% —p| <

c+0.5
10v/10

_1
1000

);u§2~<1>(

1
1000 f

VPa

n
q

c+0.5

4/4000-1-1

)—1£0.99:>@(

2.575 = \/n > 1000 - 2.575 - /pq > 2575 - % = n > 1657657

Losung 71 EX = p = 1.5.

U= maX(Xl,Xz) = {

=FEU=1-142.3=1=175+#,

4

1 mit Wahrscheinlichkeit
2 mit Wahrscheinlichkeit

Losung 72 EX =p=2Var X =0>=2-5=2
(z1,29,23) | P((X1,X2,X3) = (x1,22,23)) | T | s*
(0,0,0) . 00
0,01 |2 1l
0,1,0 g Pli
(0,1,0) >

1,0,0 g Pi
(1,0,0) 57

0,1,1 4 3%
(0,1,1) 57

1,0,1 4 3%
(LoD g 2K
(1,1,0) 7 3|3
(13171) 27 1 0
T o &+ 2 1

PX=9 L & & %

s2 ‘0 %

PET= 1

E(S?)=2=0

fsiehe Aufgabe 66
1 = 2000
8siche Aufgabe 68

M) > 0.975 =

)1

1
1000 f

n
VP4

N[N

,1:2.@<M

ﬁ

pq

)f1:>

0.01Vn > 1 96 = \/n >

5

36

:0.5;»@(

=0.675 = c+ 0.5 = 6.75v/10 = ¢ = 20.84 = * Intervall [1979,2021]

) > 0.995 =

c+0.5
10

:

1
1000 Vvn
v Pq
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o)

—

95!

I

Va)

~
wiH O
wing

_ 12

Losung 73 T = 73.23 kg; S5 = T223-75 — _ 1 91 A\gsep = 1.96

Vn V30

Hypothese wird angenommen (keine Gewichtsverinderung).

Losung 74 S? =77.84 = S = 8.82

T-¢

_ 732375 11 ~(29 _ 9 y5

S 8.82 ) A/ -
vn V30 95%

Hypothese wird angenommen.
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Anhang D

(FESCHICHTE

e Gerolamo Cardano:

,Liber de lude aleae“

Abbildung D.1: Gerolamo CARDANO (1501-1576)

e Chevalier de Mere: Spieler beklagt sich bei Blaise Pascal* (1623 - 1662) im Jahre 1654. Man
wusste:
Bei Spiel mit einem Wiirfel giinstig : bei 4 Wiirfen mindestens 1 Sechs (0.518).
Die Frage war, ob hier dasselbe galt:

bei Spiel mit 2 Wiirfeln: bei 24 Wiirfen mindestens 1 Doppelsechs (0.492)?

Missverstiandnis gelost von Pascal und Pierre de Fermat.

Abbildung D.2: Pierre de FERMAT (1601-1665)

e Christiaan Huygens:
,De rationimus in lude aleae“

Jahrzehntelang das Wahrscheinlichkeitstheorie Buch. Er erkannte erstmals , dass Wahrschein-
lichkeitstheorie nicht nur fiir Spielprobleme interessant ist.

e Jacob Bernoullit:

,De arte combinatoria®

*siehe Seite 8
tsiehe Seite 35
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Abbildung D.3: Christiaan HUYGENS (1629-1695)

Gesetz der groflen Zahl: Verbindung zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

lim P(|H,(A) —p|<e)=1

e Edmun Halley: Beschreibende Statistik, Geburts- / Sterbestatistik fiir Breslau.

Abbildung D.4: Christiaan HUYGENS (1656-1742)

e Anfinge der beschreibenden Statistik:
— Volkszéahlung 3050 v. Chr

— Agypten: Personelle Voraussetzungen fiir Pyramidenbau

— Romer: Steuerlisten

e Belgien (1835): Soziologische Probleme mit statistischen Methoden. Konstruktion des ,,mitt-
leren“ Menschen.

e Durchbruch: Biologie / Vererbungslehre

Francis Galton, Karl Pearson, Ronald A. Fisher!: Stichproben, Hypothesen, Testen

Abbildung D.5: Francis GALTON (1822-1911)

e Zuriick zur Wahrscheinlichkeitstheorie, Abraham de Moivre: Gewinnsysteme fiir Roulet-
te verkauft, entdeckt Normalverteilung (Gauss§: spéter nur Bedeutung), Moivre-Laplace¥-
Grenzwertsétze

e Nikolaus Bernoulli, Daniel Bernoulli: Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie auf Rechts-
sprechung.
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Abbildung D.9: Nicolaus BERNOULLI (1687-1759)

Abbildung D.10: Daniel BERNOULLI (1700-1782)

e Pierre Simon de Laplace!l (1749-1827): Begriinder der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie.
Methode der kleinsten Quadrate, Axiomatik, Anwendungen in Bevolkerungsstatistik und
Astronomie.

tsiehe Seite 73
8siehe Seite 108
Ysiehe Seite 4
lsiehe Seite 4
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e Gauss (1777-1855): Normalverteilung (erkannte die Bedeutung), zentraler Grenzwertsatz
e Poisson™* (1781-1840):

e James Clerk Maxwell: Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung der Molekiile in einem
idealen Gas (1920 von Otto Stern experimentell bestéitigt)

Abbildung D.11: James Clerk MAXWELL (1831-1879)

e Tschebyschef(™ (1821-1894): Begriinder der russischen Schule der Wahrscheinlichkeitstheorie.
e Kolmogorovt (1903-1987): Axiomensystem von heute.
e Physik: Aufenthalswahrscheinlichkeiten von Elektronen (Orbitalmodell)

e Einstein: Stochastische Prozesse

re

Y
Abbildung D.12: Albert EINSTEIN (1879-1955)

e Prozesse: schwach stationire Prozesse
e Raumfahrt: Zustandsraum-Modelle

e Viel Mist (Medizin): Nicht Mathematik, sondern Leute, die sie nicht verstehen!

**siehe Seite 46
Ttsiche Seite 31
Hsiche Seite 45
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